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प्राक्कथन 


राष्ट्रीय पाठ्यचर्या की रूपरेखा (एन.सी.एफ.) - 2005 ने स्कूली शिक्षा के सभी स्तरों के लिए पाठयक्रमों 
और पाठ्यपुस्तकों के विकास के लिए एक नये पहलू का सूत्रपात किया। इस पहलू में विद्यार्थियों हारा 
रटकर सीखने को निरोत्साहित करने और उनमें समझ को बढ़ाने के लिए विवेकपूर्ण प्रयास किए गए हैं। 
यह उस राष्ट्रीय शिक्षा नीति-1986 और भार रहित शिक्षा प्राप्ति-1993 से भलीभाँति मेल खाता है जोकि 
विद्यार्थी केंद्रित शिक्षा प्रणाली की अनुशंसा करता है। कक्षा 11 की पाठ्यपुस्तकें दिसम्बर, 2005 में और 
कक्षा 12 के लिए दिसम्बर 2006 में प्रकाशित हुईं। सभी स्तरों पर इन पुस्तकों को विद्यार्थियों एवं शिक्षकों 


द्वारा हृदय से स्वीकार किया गया। 
राष्ट्रीय पाठ्यचर्या की रूपरेखा (एन.सी.एफ.)-2005 उल्लेख करती है कि निर्धारित पाठ्यपुस्तकों 
को परीक्षा का एकमात्र आधार मानने के मुख्य कारण ही शिक्षा प्राप्त करने के अन्य साधनों और 
शिक्षा केंद्रों की उपेक्षा की जाती है। राष्ट्रीय पाठ्यचर्या की रूपरेखा (एन.सी.एफ.)-2005 में आगे फिर 
इस बात पर बल दिया गया है कि शिक्षण और मूल्यांकन की विधियों से इस बात का भी निर्धारण 
होगा कि ये पाठ्यपुस्तके स्कूल में बच्चों के मानसिक तनाव अथवा उबाऊपन की जगह प्रसन्नता का 
अनुभव कराने में कितनी प्रभावी होंगी । यह देश में वर्तमान परीक्षा प्रणाली में सुधार लाने के लिए 
भी आह्वान करता है। 
नेशनल फोकस ग्रुप के विज्ञान शिक्षण, गणित शिक्षण और परीक्षा सुधार पर दृष्टिकोण-पत्र ध्यान 
दिलाते हैं कि विभिन्न बोर्डो द्वारा आयोजित वार्षिक परीक्षाओं के लिए निर्मित प्रश्न पत्र, विषयों की समझ 
का यथार्थ मूल्यांकन वास्तव में नहीं करते। प्रश्‍न-पत्रों की गुणवत्ता प्राय: प्रत्याशित स्तर की नहीं होती। 
ये सामान्यतः या रटकर याद कौ गई सूचनाएँ चाहते हैं और विवेचन एवं विश्लेषण जैसी उच्च कोटि के 
कौशलों का परीक्षण नहीं करते। साथ ही साथ विषय से संबंधित प्रासंगिक सोच, सृजनात्मकता और 
निर्णय लेने की क्षमता पर भी ध्यान नहीं देते। प्रेश्न-पत्रों में अच्छे अपारंपरिक प्रश्न, चुनौतीपूर्ण प्रश्‍न और 
प्रयोग-आधारित प्रश्न बहुत कम पूछे जाते हैं। समस्या का समाधान करने और साथ ही अतिरिक्त 
अधिगम सामग्री उपलब्ध कराने के लिए विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग (डी.ई.एस.एम.) ने माध्यमिक 
और उच्चतर माध्यमिक स्तरों के विभिन्न विषयों के लिए “प्रश्‍न प्रदर्शिका” की संदर्भ पुस्तकें विकसित 
करने का प्रयास किया है। प्रत्येक संदर्भ पुस्तक में विविध दुर्बोधता स्तरों वाले विभिन्न प्रकार के प्रश्‍न 
दिए गए हैं। कुछ प्रश्नों को हल करते समय विद्यार्थियों को एक साथ एक से अधिक संकल्पनाओं की 
समझ से काम लेने की आवश्यकता होगी। ये प्रश्न मात्र परीक्षाओं के लिए प्रश्न बैंक के रूप में काम 
रूप से स्कूलों में शिक्षण अधिगम की प्रक्रिया की गुणवत्ता में 


में लेने के लिए नहीं हैं बल्कि m 
सुधार लाने के लिए हैं। यह अपेक्षा की जाती है कि ये प्रश्न शिक्षकों को अच्छे प्रश्न तैयार करने 


के लिये प्रोत्साहित करेंगे। विद्यार्थियों और शिक्षकों को सदैव ध्यान रखना चाहिए कि परीक्षा और 
मूल्यांकन ऐसा होना चाहिए ताकि विद्यार्थी के बोध, ज्ञात सूचना का पुनः स्मरण, विश्लेषणात्मक सोच 
और समस्या-समाधान क्षमता, सृजनात्मकता और चिंतनशील क्षमता की जाँच परख हो जाए। 


विषय और परीक्षाओं की उचित समझ रखने वाले विषय विशेषज्ञों और शिक्षकों की एक टीम 
ने बहुत अथक प्रयास करके यह कार्य पूरा किया है। तत्पश्चात्‌ सामग्री पर परिचर्चा एवं संपादन के 
पश्चात्‌ इसे संदर्भ पुस्तक में सम्मिलित किया गया है। 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ विद्यार्थियों, शिक्षकों और अभिभावकों के 


सुझावों का स्वागत करेगी जो आगामी संस्करणों में सामग्री की गुणवत्ता को बेहतर बनाने में सहायक 
होंगे। 


प्रोफ़ेसर यश पाल 

अध्यक्ष 

नई दिल्ली नेशनल स्टीयरिंग कमेटी 
21 मई 2008 राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 


प्रशिक्षण परिषद्‌ 


(iv) 


- आमुख 


विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग (डी.ई.एस.एम.), राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 

) ने स्कूली शिक्षा कौ राष्ट्रीय पाठ्यचर्या की रूपरेखा (NCF)-2005 के आधार 
पाद्यपुस्तकों पर आधारित माध्यमिक और उच्चतर माध्यमिक स्तरों पर विज्ञान एवं 
प्रदर्शिका' (Exemplar Problems) के विकास का एक कार्यक्रम आरंभ 
परिषद द्वारा सन्‌-2006 में कक्षा 11 के लिए प्रकाशित गणित पाठ्यपुस्तक, 


विज्ञा 
(एन.सी.ई.आर.टी. 
'पर तैयार की गयी 
गणित विषयों में ' प्रश्न- 
किया है। वर्तमान पुस्तक, प 


के विभिन्न अध्यायों पर आधारित है। 
गणित में 'प्रश्न-प्रदर्शिका' पर पुस्तक का मुख्य उद्देश्य शिक्षकों तथा विद्यार्थियों को बड़ी संख्या 


में ऐसे स्तरीय प्रश्‍न उपलब्ध कराना है जिनका रूप-प्रारूप तो भिन्न 
दुर्बोधता-स्तर भी भिन्न-भिन्न हो। इससे कक्षा 12 की पाठ्यपुस्तक में i s. j 
सीखने-सिखाने में आसानी होगी। यह बात ध्यान देने की है कि इस पुस्तक में सम्मिलित pae 
शिक्षकों को इकाई और सत्र परीक्षाओं के लिए =ñ जो गलत कर भ हवर किए ह से 
प्रभावी मूल्यांकन में उन्हें सहायता मिलेगी। विद्यार्थियों द्वार दिए गए उत्तरों के विश्लेषण के js 
पर फीड-बैक प्राप्त कर शिक्षकों को शिक्षण की गुणवत्ता में और अधिक सुधार लाने में भी i. 
मिलेगी। इसके अतिरिक्त, इस उ पक में दिए गए प्रश्नों से शिक्षकों को अच्छी गुणवत्ता वाले प्रश्नों 
के मूलभूत लक्षणों को समझने में सहायता मिलेगी, साथ ही स्वयं उन्हें इसी प्रकार के प्रश्न प्रश 
के लिए प्रोत्साहन मिलेगा। विद्यार्थी पुस्तक में दिए गए प्रश्नों को हल करने के पश्चात्‌ न बनाने 
ऊन और प्रश्‍न हल करने की मौलिक तकनीक में प्रवीणता प्राप्त कर सकते हैं। नना 


गए कुछ प्रश्नों की सहायता से विद्यार्थी गणित की संकल्पनाओं को समझकर उन्हें नयी परिस्थितियों 


में उपयोग कर सकते हैं। 
इस पुस्तक में सम्मिलित प्रश्नों को डी.ई.एस.एम. द्वारा आयोजित कार्यशालाओं में विकसित किया 


गया जिसमें शिक्षकों, विश्वविद्यालयों और उच्च शिक्षण संस्थानों के विषय-विशेषज्ञों तथा डी.ई.एस.एम. 

अपना योगदान दिया है। मैं उनके प्रयासों के लिए आभारी हूँ। उन्हे 
वाली शिक्षण सामग्री उपलब्ध कराने के लिए धन्यवाद देता हूँ] मैं 
लिए डी.ई.एस.एम. के डॉ. वी.पी. सिंह को विशेष रूप से धन्यवाद 


के गणित समूह के सदस्यों ने 

स्कूलों के लिए अच्छी गुणवत्ता 

इस कार्यक्रम के समन्वयन के लि 

देता हूँ। 

हम विद्यार्थियों, शिक्षकों और अभिभावकों से पुस्तक की सामग्री में और अधिक सुधार के लिए 
फीड-बैक की अपेक्षा करते है 

हुकुम सिंह 

प्रोफेसर एवं विभागाध्यक्ष 


भारत का संविधान 
भाग-३ (अनुच्छेद 12-35) 
(अनिवार्य शर्तों, कुछ अपवादों और युक्तियुक्त निर्बधन के अधीन) 
द्वारा प्रदत्त 


मूल अधिकार 


समता का अधिकार 

* विधि के समक्ष एवं विधियों के समान संरक्षण; 

* धर्म, मूलवंश, जाति, लिंग या जन्मस्थान के आधार पर; 

° लोक नियोजन के विषय में; 

° अस्पृश्यता और उपाधियों का अंत। 

स्वातंत्र्य-अधिकार 

° अभिव्यक्ति, सम्मेलन, संघ, संचरण, निवास और वृत्ति का स्वातंत्र्य; 

° अपराधों के लिए दोष सिद्धि के संबंध में संरक्षण; 

° प्राण और दैहिक स्वतंत्रता का संरक्षण; 

* छ: से चौदह वर्ष की आयु के बच्चों को निःशुल्क एवं अनिवार्य शिक्षा; 

° कुछ दशाओं में गिरफ्तारी और निरोध से संरक्षण। 

शोषण के विरुद्ध अधिकार 

* मानव के दुर्व्यापार और बलात श्रम का प्रतिषेध; 

® परिसंकटमय कार्यों में बालकों के नियोजन का प्रतिषेध। 

धर्म की स्वतंत्रता का अधिकार 

अंतःकरण की और धर्म के अबाध रूप से मानने, आचरण और प्रचार की स्वतंत्रता; 
धार्मिक कार्यों के प्रबंध की स्वतंत्रता; 

किसी विशिष्ट धर्म की अभिवृद्धि के लिए करों के संदाय के संबंध में स्वतंत्रता; 
राज्य निधि से पूर्णतः पोषित शिक्षा संस्थाओं में धार्मिक शिक्षा या धार्मिक उपासना में 
उपस्थित होने के संबंध में स्वतंत्रता। 

संस्कृति और शिक्षा संबंधी अधिकार 

७ अल्पसंख्यक-वर्गो को अपनी भाषा, लिपि या संस्कृति विषयक हितों का संरक्षण; 
७ अल्पसंख्यक-वर्गा द्वारा अपनी शिक्षा संस्थाओं का स्थापन और प्रशासन। 


सांविधानिक उपचारों का अधिकार 
° उच्चतम न्यायालय एवं उच्च न्यायालय के निर्देश या आदेश या रिट दूवारा प्रदत्त 
अधिकारों को प्रवर्तित कराने का उपचार। 


——= OO 
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क्षा के लिए आयोजित कार्यशाला के निम्नलिखित प्रतिभागियों का उनके 
बहुमूल्य योगदान के लिए हार्दिक 
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š परिषद्‌ पुस्तक विकास की प्रक्रिया में सहयोग के लिए हुकुम सिंह, प्रोफ़ेसर एवं विभागाध्यक्ष, डी. 
GL. रा.शे.अ.प्र.प. की विशेष रूप से आभारी है। 


परिषद्‌ कम्प्यूटर प्रभारी, दीपक कपूर; डी.टी.पी. आपरेटर, राकेश कुमार, नरेन्द्र कुमार वर्मा तथा 


सिंह अत्री के प्रयासों के प्रति भी आभार प्रकट करती है। तकनीकी सहयोगी, 
प्रकाशन विभाग का योगदान भी सराहनीय है। 


k ७ — A W A (०) N = 


= pa = = = 
SEES 


विषय सूची 


प्राककथन 

आमुख 

समुच्चय 

संबंध एवं फलन 
त्रिकोणमितीय फलन 

गणितीय आगमन का सिद्धान्त 
समिश्र संख्याएँ और द्विघातिय समीकरण 
रैखिक असमिकाएँ 

क्रमचय और संचय 

द्विपद प्रमेय 

अनुक्रम तथा श्रेणी 

सरल रेखाएँ 

शंकु परिच्छेद 
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सीमा और अवकलज 
गणितीय विवेचन 

सांख्यिकी 

प्रायिकता 

उत्तरमाला 

प्रश्‍न पत्र का प्रारूप, सेट-ा 


114 
129 
147 
165 
186 
208 
225 
246 
270 
284 
303 
317 


भारत का संविधान 
भाग 4क 


नागरिकों के मूल कर्तव्य 


अनुच्छेद 51 क 


(क) 
(ख) 
(ग) 


(घ) 
(ङ 


~ 


(च) 
(छ) 
(ज) 


(झ) 


(ज) व्यक्तिगत और 


(र) 


यथास्थिति, बालक या प्रतिपाल्य को शिक्षा के 


मूल कर्तव्य - भारत के प्रत्येक नागरिक का यह कर्तव्य होगा कि वह - 


संविधान का पालन करे और 


आदर करे; 


स्वतंत्रता के लिए हमारे राष्ट्रीय आंदोलन को प्रेरित करने वाले उच्च आदर्शों को 
हदय में संजोए रखे और उनका पालन करे; 


भारत की संप्रभुता, एकता और अखंडता की रक्षा करे और उसे अक्षुण्ण बनाए 
रखे; 


देश की रक्षा करे और आहान किए जाने पर राष्ट्र की सेवा करे; 

भारत के सभी लोगों में समरसता और समान भ्रातृत्व की भावना का निर्माण करे 
ज 

धर्म, भाषा और प्रदेश 


T 
देश या वर्ग पर आधारित सभी भेदभावों से परे हो, ऐसी प्रथाओं 
का त्याग करे जो महिलाओं के सम्मान के विरुद्ध हों; 


हमारी सामासिक संस्कृति की परंपरा का महत्त्व समझे और उसका 
परिरक्षण करे; 


उसके आदर्शो, संस्थाओं, राष्ट्रध्वज और राष्ट्रगान का 


यदि माता-पिता या संरक्षक है, छह वर्ष से चौदह वर्ष तक की आयु वाले अपने, 
अवसर प्रदान करे। 


——— 


अध्याय 


समुच्चय 


1.1 समग्र अवलोकन (Overview) 
1.1.1 समुच्चय और उनका निरूपण (Sets and their representations): समुच्चय वस्तुओं का 
एक सुपरिभाषित संग्रह है। किसी समुच्चय को निरूपिंत करने की दो विधियाँ हैं; 

G) रोस्टर या सारणीबद्ध रूप (Roster or Tabular form) 

Gi) समुच्चय निर्माण रूप (Set builder form) 
1.1.2 रिक्त समुच्चय (The empty set): जिस समुच्चय में एक भी अवयव नहीं होता है उसे रिक्‍त 
समुच्चय या शून्य समुच्चय कहते हैं तथा प्रतीक ( ) या $ से प्रदर्शित करते हैं। 


1.1.3 परिमित और अपरिमित समुच्चय (Finite and infinite sets): वह समुच्चय जिसमें अवयवों 
की संख्या निश्चित होती है, परिमित समुच्चय कहलाता है अन्यथा समुच्चय अपरिमित कहलाता है। 


1.1.4 उप-समुच्चय (Sub-sets): यदि समुच्चय A का प्रत्येक अवयव, समुच्चय 3 का भी एक 
अवयव है, तो A, B का उप-समुच्चय कहलाता है। प्रतीकात्मक रूप में हम लिखते हैं कि AB 
यदि 6 € A=46e PB. a 
हम वास्तविक संख्याओं के समुच्चय को R 
l प्राकृत संख्याओं के समुच्चय को N 
पूर्णाकों के समुच्चय को Z 
परिमेय संख्याओं के समुच्चय को Q 
अपरिमेय संख्याओं के समुच्चय को द्वारा निरूपित करते हैं। 


हम देखते हैं कि 
NcZcQcR, 
TcR,QZT,N çT 
गये दो समुच्चय 4 और B में यदि & का प्रत्येक अवयव 


1.1.5 समान समुच्चय (Equal sets): दिये s 
B= भी अवयव है तथा 8 का प्रत्येक अवयव A का भी अवयव है, तो समुच्चय A और B समान 


कहलाते हैं। दो समान समुच्चयों में तथ्यतः समान अवयव होते हैं। 
1.1.6 अंतराल R के उप-समुच्चय के रूप में (Intervals as sub-sets of R) मान लीजिए कि 


०,७६ R और < तब [ 
(Ix: a <x<b) एक विवृत अंतराल (Open interval) 


बास्तविक संख्याओं का समुच्चय 
दा कहलाता है और प्रतीक (a, b) द्वारा निरूपित होता है। 


2 प्रश्‍न प्रदर्शिका 


(०) वास्तविक संख्याओं का समुच्चय (४: ८ < < b) एक संवृत अंतराल (Closed interval) 
कहलाता है और प्रतीक [८, ७] द्वारा निरूपित होता है। 

(©) एक अंत्य बिंदु पर बंद तथा दूसरे पर खुले अंतराल निम्नलिखित द्वारा निरूपित होते हैः 
[०, 9) = (४: ६ < % < b} 
(a, b]={x:a<x< b} 


1.1.7 घात समुच्चय (Power set) : समुच्चय A के उप-समुच्चयों के संग्रह को A का घात समुच्चय 
कहते हैं। इसको प्रतीक P(A) से निरूपित करते हैं। यदि 4 में अवयवों की संख्या = # अर्थात्‌ ॥(५) 
=, तो P(A) में अवयवों की संख्या = 2" 

1.1.8 सार्वत्रिक समुच्चय (Universal set): किसी विशेष 
संदर्भ में यह एक आधारभूत समुच्चय होता है, जिसके अवयव 
तथा उप-समुच्चय उस विशेष संदर्भ में प्रासंगिक होते हैं 
उदाहरण के लिए अंग्रेजी भाषा के वर्णमाला (Alphabet) में स्वर 
वर्णो (Vowels) के समुच्चय हेतु, अंग्रेजी भाषा के समस्त 
वर्णमाला का समुच्चय, एक सार्वत्रिक समुच्चय हो सकता है। 

समुच्चय को प्रतीक ए से निरूपित करते हैं 


1.1.9 वेन आरेख (Venn diagrams): समुच्चयो के बीच 
संबंधों को निरूपित करने वाले आरेखों को वेन आरेख कहते हैं। उदाहरणार्थ, प्राकृत संख्याओं का 
समुच्चय पूर्ण संख्याओं के समुच्चय का एक उप-समुच्चय है, जो स्वयं पूर्णाको के समुच्चय का एक 
उप-समुच्चय है। हम इन संबंधों को आकृति 1.1 में दर्शाए गये वेन आरेख द्वारा प्रदर्शित करते हैं। 
1.1.10 समुच्चयो पर संक्रियाएँ (Operations on sets) 

समुच्चयों का सम्मिलन : (Union of Sets): दो दिये हुए समुच्चय A और B का सम्मिलन समुच्चय 
(है, जिसमें वे सभी अवयव हैं जो या तो » में या B Q हैं प्रतीकात्मक रूप में हम लिखते हैं कि 

C=AUB={x |xeAmre B} 


आकृति 1.1 


आकृति 1.2 (a) आकृति 1.2 0) 


आकृति 1.3 (a) आकृति 1.3 (b) 


सम्मिलिन की संक्रिया के कुछ गुणधर्म 
6) AUB=BUA G) (५०5)५०८-५५०(8०८ m _ 
60 AUA=A (७ UUA=U 200 l 
समुच्चयों का सर्वनिष्ठ (Intersection of sets) दो समुच्चयों A और B का सर्वनिष्ठ 
अवययों का समुच्चय है जो A और B दोनों में हों। प्रतीकात्मक रूप में हम लिखते हें q नं 


AnB={x:xeA और ४ € B}. 
यदि A r B = ५, तो A और B असंयुक्त समुच्चय (Disjoint sets) कहलाते हैं। 

सर्वनिष्ठ संक्रिया के कुछ गुणधर्म 

j A (0013-30. ii C= 

ठ pNA=0;UNA=A 5 bas Pt dg 

(v) An (Bo C =(AnB)Y (An O 

(vi) AUBA 0)5(७ ०४) " (७ ० ©) 
समुच्चयों का अंतर (Difference of sets) प्रतीक A - B द्वारा निरूपित समुच्चयों A और B का 
अंतर, उन अवयवों का समुच्चय है, जो » में हैं किंतु 8 में नहीं हैं। इसे हम इस प्रकार लिखते हैं; 
A-B={x:xe A और € B) i 
B=A=(x:xe B और: e A) 
समुच्चय का पूरक (Complement of a set) मान लीजिए कि U एक सार्वत्रिक समुच्चय है और 
A, एका एक उप-समुच्चय है, तो & का पूरक समुच्चय, ए के उन अवयवों का समुच्चय है जो A 
के अवयव नहीं है। प्रतीकात्मक रूप में हम लिखते हैं कि - 

A'= (x:x€ U akre A). साथ ÑA =U-A 
पूरक समुच्चयों के कुछ गुणधर्म (Some properties of complement of sets) 
Jements) 


() पूरक नियम (Law of comp 
(a) Aus = U (b) AnA’ =0 


साथ ही 


4 प्रश्‍न प्रदर्शिका 


Gi) डि-मॉर्गेन का नियम (De Morgan’s law): 
(0) (A SB'=A' NB (b) (An BY =A’ UB’ 

Gü (७) - « 

Gv) U*= तथा 9 =U 
LLU दो समुच्चयो के सम्मिलन और सर्वनिष्ठ पर आधारित व्यावहारिक प्रश्नों को सरल करने 

पूत्र (Formulae to solve Practical problems on union and intersection of two sets) 

यदि A, B और C कोई परिमित समुच्चय हों, तब 

(६) n(AUB=n (A)+n(B)-n(AnB) 

(b) यदि (47) 8) = $ तो # (AO B)=n(A)+n (B) 

© १७०७००२५७७ n (8)+# (0-7 (७ 008) -# (१०0०-70-60 

+n(AnBnO 


उदाहरण 1 निम्नलिखित समुच्चयों को रोस्टर रूप में लिखिए। 


© ^= {+| 10 से छोटा एक धन पूर्णाक है और 2'- 1 एक विषम संख्या है} 
हि (७६३०० 0६-80) xie R) 
ल 


(Ü) »के समस्त धन पूर्णाक मानों के लिए 2: _1 सदैव एक विषम संख्या होगी। विशेष रूप से 
*=1,2, .....9 के लिए 2 _ 1 एक विषम संख्या है। अत: A= {1,2,3,4, 5, 6,7, 8, 9} 


O 247-850 या (४+ 8) (६-1) = 0 जिससे ४ = - 8 या + = 1 
अतः C={-8,1} 


उदाहरण 2 बताइए कि निम्नलिखित कथनों में से कौन से कथन सत्य और कौन से असत्य है। अपने 
उत्तर का औचित्य भी बतलाइए। 


6) 37g ( |x के तथ्यतः (exactly) दो धन गुणनखंड हैं} 
0) 286 (५ |» के समस्त धन गुणनखंडों का योगफल 2y है) 
o 77747 संख्या € (| 37 का गुणज (multiple) Š ) 
G) असत्य में 
क्योंकि, 37 के तथ्यत: दो घन गुणनखण्ड 1 और 37 है, अतः 37 दिये समुच्चय में à| 
( सत्य 
क्योंकि, 28 के थेन गुणनखण्डों का योगफल 


=1+2+4+7 +14+28 
=56=2x 28 


समुच्चय 5 


Gii) असत्य 
7,747, संख्या 37 का गुणज नहीं है। 
उदाहरण 3 यदि X और Y सार्वजनिक समुच्चय U के उप-समुच्चय हें, तो सिद्ध कीजिए कि 
6) YcXUY ü) Xr Yc X ü) XcY>XN^\Y=X 


हल 

A XUY={[r|xEXयाxEY} 
इस प्रकार xeYƏəƏxe XU Y 
अत: YcXUY 

G) XnY={x|xe X और + € Y) 
इस प्रकार xe Xn Y= xe X 
अतः Nam YE 

Gü) ध्यान दीजिए कि 

- xeXnY=>xeX 
इस प्रकार xXnYcX 


साथ ही साथ, क्योंकि Xc Y, 
अतएव yeX=>x8e Y=xe Xr Y 


अतः XeXnY 
इस प्रकार परिणाम X = X n ४ प्राप्त होता है। 


उदाहरणा 4 दिया हुआ है कि N = (1, 2, 3 “० 100), तो 
() N= वह उप-समुच्चय ^ लिखिए, जिसके अवयव विषम संख्याएं हैं। 
जिसके अवयव>+2 द्वारा निरूपित होते हैं, जहाँ+ € N है। 


Gü) एका वह उप-समुच्चय B लिखिए, जिस 
हल 
O ^= (»|« NA विषम संख्या है| (L3 5, 7,99} 


G) B={y|y=x+ 2,x€ N} 
1 6 Nè लिए y=1+2= 3 


अतएव 
26 के लिए y = 2 + 2 = 4 इत्यादि 
अतः B = {3, 4 5, 0, => 100} 
6, 8, 10). यदि EÈ किसी सदस्य (अवयव) को निरूपित 


उदाहरण 5 दिया है कि, E = (2, 4, w 
करता है, तो निम्नलिखित द्वारा निरूपित सभी संख्या वाले समुच्चय लिखिए: 
॥ wx G) n? 


हल: दिया है E = (2, 4, 6, 8 10) 
(i) मान लीजिए कि, A= [| y A, Bé E) 
26 Eğ लिए. 3 


इस प्रकार 


6 प्रश्न प्रदर्शिका 


4 6 E के लिए x = 5 इत्यादि 


इसलिए A= {3,5, 7, 9, 11} 
GD मान लीजिए 8 = {+ |x =m, # € E) Š 
अतएव, 26 के लिए> = (2)? = 4 


4 € E के लिए x = (4)? = 16 
6€ E के लिए = (6)? = 36 इत्यादि। 


इसलिए B = {4, 16, 36, 64, 100} 
उदाहरण 6 मान लीजिए कि X = (1, 2, 3, 4, 5, 6} यदि n, X के किसी सदस्य को निरूपित करता 
है, तो निम्नलिखित को समुच्चय रूप में व्यक्त कीजिए 
7९% परतु € ५ G) ॥+5=8 Gi) #, 4 से अधिक है 


हल 


© X={1,2,3, 4, 5, 6} यह दिया है कि n e X, परंतु 27 e X 
मान लीजिए कि, A= (४ |> e X और 2४ € X) 
स क्योंकि 


1& ७ क्योंकि 2x1=2e X 
24A क्योंकि 2x2=4eX 
w 34A क्योंकि 2x3=6eX 
किंतु 4८4 क्योंकि 2x4=8¢ X 
5€ & क्योंकि 2x5=10¢ X 
6€4 क्योंकि 2x6=12¢ X 
अतः A (4, 5, 6) 


(i) सात लीजिए कि, 8 = lre X32x+5= 8) नहीं है 

९8-13) जैसा = 3 € X और 3 + 5 = 8 और % में अन्य कोई ऐसा अवयव 2 नहीं है, 

लिए: +5=8. 

मान लीजिए कि € = x 
अत; C= {5, 6} I वेन आंख 

उदाहरण 7 समुच्चय E, M और ए के बीच निम्नलिखित संबंधों को स्पष्ट करने भयान न आरेख 

खोंचिए, जहाँ E, किसी विद्यालय में अंग्रेजी पढ़ने बाले विद्यार्थियों का समुच्चय है, M इसी विद्यालय 


में गणित पढ़ने वाले विद्यार्थियों का समुच्चय Š तथा U उस विद्यालय में पढ़ने वाले समस्त विद्यार्थियों 
का समुच्चय है। 


(iii 


~ 


|xeX,x> 4} 


गणित पढ्ने वाले सभी विद्यार्थी अंग्रेजी भी पढ़ते हैं परंतु अंग्रेजी पढ़ने वाले कुछ ऐसे विद्यार्थी 
है जो गणित नहीं पढ़े हैं i 
( ऐसा कोई विद्यार्थी नहीं हैं जो गणित तथा अंग्रेजी दोनों विषय पढ़ता है। 


समुच्चय 7 


Gü) कुछ विद्यार्थी गणित पढ़ते हैं परंतु अंग्रेजी नहीं पढ़ते हैं, कुछ अंग्रेजी पढ़ते हैं परं हम 
पढ़ते हैं और कुछ दोनों विषय पढ़ते ë! देते हैं परंतु गणित नहीं 
Gv) सभी विद्यार्थी गणित नहीं पढ़ते हैं परंतु अंग्रेजी पढ़ने वाला प्रत्येक विद्यार्थी गणित भी पढ़ता है। 
हल : 
6) क्योंकि गणित पढ़ने वाले सभी विद्यार्थी अंग्रेजी भी पढ़ते हैं परंतु अंग्रेजी पढ़ने वाले 
विद्यार्थी हैं, जो गणित नहीं पढ़ते हैं। इने वाले कुछ ऐसे 


अतएव, McEcU 


इसका वेन आरेख आकृति 1.4 में दर्शाया गया है। 


आकृति 1.4 


Gi) क्योंकि ऐसा कोई विद्यार्थी नहीं है, जो अंग्रेजी तथा गणित दोनों विषय पढ़ता हो 
अतः EMM=. 


® OD 


आकृति 1.5 


अंग्रेजी तथा गणित दोनों विषय पढ़ते हैं, कुछ केवल अंग्रेजी वीक 


(0) क्योकि कुछ विद्यार्थी 
केवल गणित पढ़ते È! 


आकृति 1.6 


इसका वेन आरेख आकृति 1.6 में दर्शाया गया है। 
(iv) क्योंकि अंग्रेजी पढ़ने वाला प्रत्येक विद्यार्थी गणित भी पढ़ता है, 
अतः EcMcU 
आकृति 1.7 का वेन आरेख इसे प्रदर्शित करता है। 
उदारहण 8 सभी समुच्चयों A, B और C के लिए 
क्या (७ 8) ७ C= A n (B ७ 0) है? अपने कथन (उत्तर) का 


औचित्य भी बताइए। 
हल नहीं। नीचे लिखे A, B और C समुच्चयों पर विचार कीजिए; आकृति 1.7 
A= (1,2,3] 
B= (2,3,5) 
C= (4,5,6) 
अब (0 0.8) ०९ (1, 2, 3) 0 (2, 3, 5)) U (4, 5, 6) 
= {2,3} ७३45, 6) 
7 ={2,3,4,5,6} 
और 30 (8०९), 2, 3) 6 [(2, 3, 5) U (4, 5, 6) 
= {1, 2, 3) ^ (2, 3, 4, 5, 6) 
= {2,3} 
अतः ANB)UCAN(BUC) 


उदाहरण 9 समुच्चयों के गुणधमों का प्रयोग करके सिद्ध कीजिए कि सभी समुच्चयों A तथा 3 के लिए 
A-(ANB)=A-B 

s. A—(ANB)=AN(ANB) (क्योंकि AB = ANB) 

= AN (A’ U B’) (De Morgan’s के नियम द्वार) 

= (AAA) (AB?) (वितरण नियम द्वारा) - 


=u (& 0 580) 
=ANB’'=A-B 
दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A) 
उदारहण 10 सभी समुच्चयों ^, 8 तथा टके लिए क्या (8-9) 0 (2-5) (५0-53 है? 
अपने उत्तर का औचित्य भी बताइए) 
इल झा 
मान लीजिए कि x € (A-B) a(C-B) 
= xe ७-७ और: ६ C-B 
> ८ A और ४) और (८ € और B) 
= Ge और ८ Are B 
= (४८ Ar 0) Mrs B 
नन्हे xe (Am 0-5 
अतएव (A-Bp)n(C-B CANOE द 


विलोमतः (Conversely), 
मान लीजिए कि) € (A C)-B 
= ye (An O) और / € B 
=> (ye ^ और) € ©) और» € B 
= ye A और € B) और (y € ८ और) € B) 
= ye (0-98) और y € (C-B) 
= »€ (७-8) n (C-B) 
अतएव (७0.0)-8८(0 ८ 8) " (C-B) ©) 
(1) तथा (2) द्वार (७-8) 00 (0-8) + A^ 0-8 E 
उदाहरण 11 मान लीजिए कि A, B और € समुच्चय हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 
A (Br O) = (७०8) 0 (AU ©) 
हल हम पहले सिद्ध करेंगे कि ०(800)८(७०४७)० (७०० 
मान लीजिए कि%€ AUBA ल, वो 
xe A या xe Bn C 
xe A या (x€ B siz x 8 C) 


(४6 Adlx € B) और (४८ A या: € ©) 
@ e AUB) और (४६६८ ४ ००) 


Ze (५०४) "(8८९ ç 
AUBNOTAYDNAYSD गग) 


31111 
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आकृति 1.6 


इसका वेन आरेख आकृति 1.6 में दर्शाया गया है। 

(iv) क्योकि अंग्रेजी पढ्ने वाला प्रत्येक विद्यार्थी गणित भी पढ़ता हे U 
अतः EcMcU 

आकृति 1.7 का वेन आरेख इसे प्रदर्शित करता है। 

उदारहण 8 सभी समुच्चयों 4, B और C के लिए 

क्या (१ “ 8) "०5४७ (8 ७ 0) है? अपने कथन (उत्तर) का 


औचित्य भी बताइए। 
हल नहीं। नीचे लिखे », B और C समुच्चयों पर विचार कीजिए: आकृति 12 
A= {1,2,3} 
B = {2,3,5} 
C= {4,5,6} 
अब (8 08) ५५८ - ((1, 2, 3) 6 (2, 3, 5)) ५» {4,5, 6} 
= {2,3} U {4, 5, 6) 
= {2,3, 4, 5, 6) 
और $0 (8०९0०३1, 2, 3) 6 [(2, 3, 5) O (4, 5, 6) 
= {1,2,3} ^ (2, 3, 4, 5, 6} 
= {2,3} 
अतः ANBUCEAN(BUO 


उदाहरण 9 समुच्चयों के गुणधर्मा का प्रयोग करके सिद्ध कीजिए कि सभी समुच्चयों 4 तथा B के लिए 
A—-(ANB)=A-B 

हल A-(ANB)=AAN(ANB) (क्योंकि 4B = AB) 

= 0) (8/ UB’) (De Morgan’s के नियम द्वारा 

= (A A) 0 (AB?) (वितरण नियम द्वारा) 


समुच्चय 9 


"७ (An B 
=AnBEB=A-B 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A) 
उदारहण 10 सभी समुच्चयों A, 8 तथा C m c 
अपने उत्तर का औचित्य भी =a क न 
हल हाँ। 
मान लीजिए fa x e (A - B) n (C-B) 
> xe A-B3lzxe C-B 
> (xe ^ और 8) और (x e C और € B) 
> Ge A और € CMe B 
> (४6 0710) Mrs 8 
> xe (ANC)-B 
अतएव (A-B)n(C-B)c(An0-B (D 
विलोमतः (Conversely), 
मान लीजिए fs ye (800 ०)- B 
ye (An O) और» € B 


= 

= (ye A और / € 0 और” € 8 

= (ye A और” e B) और (y € टऔर e B) 

= ye (A-B) और» e (C-B) 

= ye (A-B) n (C-B) 

अतएव (AnO-Bc(A-B)O (C-B) ©) 


(1) तथा (2) द्वार (७-8) 0 (0-8) 5 (AN 0-४8 

उदाहरण 11 च लीजिए कि A, B और € समुच्चय हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 
AU(BNQ=(AUB) A(AUC) 

हेल हम पहले सिद्ध करेंगे MAUBAOTAVDNALO 

मान लीजिए कि x e A Ü (B n O), तो 

xe A या xeBn C 

xe A या (x€ B और ~€ ©) 

GEAयxE B) और (६८ A या> € ©) 

(४८ ५०४) और (६६ 8 ०९०) । 

xe (७ ०8) " (A V ©) 

७०७७"०८७०४७"(१८५ zad) 


4080 0 
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अब हम सिद्ध करेंगे कि (७ UB) (ALC) AU AUD 
मान लीजिए कि € (4 ७ B) ~ (AUC) 
xe 4 (78 और € AO C 
œe A या £ € B) और (@ e Axe O) 
xe & या (८€ B ओर: € © 
x€ Aq (x€ Br O) 
xe AU (Bn O) 
(&०४)"(५००८५०(३"० “- (2) 
अतएव (1) तथा (2) से 
AN(BUCO=(AUB)N(AL C) 
उदाहरण 12 मान लीजिए कि P अभाज्य संख्याओं का समुच्चय है और S = [| 2-1एक अभाज्य 
संख्या है। सिद्ध कीजिए कि 5-7 
उदाहरणा अब कथन e S — x ? का समतुल्य (equivalent) प्रतिधनात्मक (Contrapositive) 
कथन: & ? = xe 5 है। 
अब हम उपर्युक्त प्रतिधनात्मक कथन को विरोधोक्ति (contradiction) द्वारा सिद्ध करेंगे! 
मान लीजिए कि + e P 


FULLY 


=> x एक संयुक्‍त संख्या (composite number) है। 
अब मान लीजिए कि x eS 
> 2-1=m (जहाँ# एक अभाज्य संख्या है) 


= 2 =m+1 
जो सभी संयुक्त संख्याओ के लिए सत्य नहीं है, उदाहरणार्थ + = 4 क्योंकि 2* - 16, जो किसी अभाज्य 
संख्या # तथा 1 का योगफल नहीं हो सकता है। 
अतः हमें एक विरोधोक्ति प्राप्त होती है। 
अतएव, जब+ P, Q हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि € 5 
अतः Sep 
उदारहण 13 गणित, भौतिक विज्ञान तथा रसायन विज्ञान में परीक्षा देने वाले 50 विद्यार्थियों में से प्रत्येक 
कम से कम एक विषय में उत्तीर्ण होता है। 37 गणित में, 24 भौतिक विज्ञान में तथा 43 रसायन विज्ञान 
में उत्तीर्ण होते हैं। यदि गणित और भौतिक विज्ञान में अधिकतम 19, गणित और रसायन विज्ञान में 
अधिकतम 29 तथा भौतिक विज्ञान और रसायन विज्ञान-में अधिकतम 20 उत्तीर्ण होते हैं, तो तीनों विषयों 
में उत्तीर्ण होने वाले विद्यार्थियों की अधिकतम संभव संख्या कितनी है? 
हेल मान लीजिए कि, 

M गणित में उत्तीर्ण होने वाले विद्यार्थियों का समुच्चय है, 


समुच्चय 11 


P भौतिक विज्ञान में उत्तीर्ण होने वाले विद्यार्थियों का समुच्चय है और 
€ रसायन विज्ञान में उत्तीर्ण होने वाले विद्यार्थियों का समुच्चय है 
अब n(M U P U C) = 50, n(M) = 37, n(P) = 24, n(C) = 43 
n(M A P) < 19, nM A O) < 29, तथा ॥(P ^ C) < 20 (दिया है) 
ज्ञात है कि, ` 
n(M Ü P UC) = n(M) + n(P) + n(C) - n(M n P) — n(M n 0) 
—n(P > C) + (M n P n O) < 50 
=> 37 + 24 + 43 — 19 — 29 — 20 + n(M n P n C) < 50 
= n(M APAC) S 50-36 
= ॥(0 r P ९) S 14 
अत: तीनों विषयों में उत्तीर्ण होने वालों की अधिकतम संभव संख्या 14 है। 
वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न (Objective Type Questions) 
उदारहण 14 से 16 में दिये गये चार विकल्पों में से सही विकल्प का चयन कीजिए: (M.C.0.) 


उदाहरण 14 प्रत्येक समुच्चय X, में 5 अवयव हैं तथा प्रत्येक समुच्चय Y में 2 अवयव हैं और 


20 n 
UX, =s= UY, . यदि $ का प्रत्येक अवयव >, के तथ्यतः (exactly) 10 समुच्चयों और Y, 
r= r= 


प्रकार के तथ्यत: 4 समुच्चयों में है, तो n का मान 
(&) 10 (3) 20 (C) 100 (D) 50 


हल सही उत्तर (B) है। 
क्योंकि, ॥(५) = 5, Ux, =S , अतएव n(S)= 100 
i r=l 


परंतु $ का प्रत्येक अवयव X, प्रकार के तथ्यतः (ठीक-ठीक) 10 समुच्चयों में है, अतएव पा =10 

इ $ लवली लच ६ पता ये 
£ > 10 

subs] inite) समुच्चयों sam m और n अवयव हैं। पहले समुच्चय के 

E jó मान क्रमशः क ह (©) 63 (D) 8,7 
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हल सही उत्तर (0) Š! 
मान लीजिए कि A तथा B ऐसे समुच्चय हैं कि ,, (3) 5 |, # (8) - n 


इस प्रकार n (PA) = 2", n (P(B)) = 2" 
अतएव n (P(A)) — n (P(B)) = 56, अर्थात्‌ 2" - 2" = 56 
> 2 (20-7- T) =257 
> क्यात, हरेश d णे 
= m=6 
उदाहरण 16 समुच्चय (AUB ७ 0) „~ (An 8: 0 CY n ०” समान है 
(A) Bx CÇ (B) ANC (G) Bue (D) ANC 
हल: सही उत्तर (4) है, 


CAUVUBUOQnN ANBANCYNE 


FAVBUCO)A AUVBUC)nC 
FANA)UL(BL GAC 
=OVBUOANC 
=BNCUP=BAC 

उदाहरण 17 और 18 में रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए। 


उदारहण 17 यदि A और B दो परिमित समुच्चय हैं, तो 
होता है। 


हलः क्योंकि n(A U B) = n (A) +n (8) -# (AAB) 
अब n(A) +n (8) ५ n (AUB)+n (AAB) 


उदाहरण 18 यदि A एक परिमित समुच्चय है, जिसमें » अवयव 
होती है। 


नककी उदाहरण 19 और 20 में दिये निम्नलिखित कथन सत्य हैं या असत्य हौ 
उदाहरण 19 मान लीजिए कि R और S निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित समुच्चय हैं; 
R=(xe Z|x 2 से भाज्य है) 
S= ye Z|}, 3 उसे भाज्य हे), 
तो RAaS=ọ 
हल असत्य। क्योंकि 6, 3 ओर 2 दोनों से भाज्य है। 


n(A) + ॥(8) शशशशशनके बराबर 


वयव हैं, तो 4 के उप-समुच्चयों की संख्या 


समुच्चय 13 


अतः RAS #0 

उदाहरण 20 Q 2 = Q, जहाँ 0 परिमेय संख्याओं का समुच्चय है और वास्तविक संख्याओं का 
समुच्चय है। 

हल: सत्य क्योंकि Q c R, इसलिए Q 0 R = Q 


[1.3 प्रश्‍नावली | 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न (S.A.) 
1. निम्नलिखित समुच्चयों को रोस्टर रूप में लिखिए: 
(6) A={x:xeE R, 2x+ 11 = 15} 6) B= (» | >>», ४ € R} 
Gi) C= {x |x अभाज्य संख्या? का एक धनात्मक गुणनखंड है} 
2. निम्नलिखित समुच्चयों को रोस्टर रूप में लिखिए: 


2 


s. 3,we R) 


@ D= (|= te R) G) ६२४2 
w+ 
(ii) F={x|x'— 5 + 6 = 0, > € R) 
यदि ४ = (x |x संख्या 2'-' (2”-1) का एक धनात्मक गुणनखंड है, जहाँ 22 - 1एक अभाज्य 
संख्या है), तो ४ को रोस्टर रूप में लिखिए। 
4. बताइए कि निम्नलिखित कथनों में से कौन सत्य और कौन असत्य है। अपने उत्तर का औचित्य 
भी बताइए। 
6) 356 | के तथ्यतः चार धनात्मक गुणनखंड हैं} 
(1) 128€ {|) के समस्त धनात्मक गुणनखंडों का योगफल 2) है} 
Gü) 3९ |x - + 2- 112x + 6 = 0) 
(iv) 496 £ () |? के समस्त धनात्मक गुणनखंडों का योगफल 2y है) 
5. दिया है कि ८ = (1,2,3,4), M= (3,4,5,6) और\ = (1, 3, 5), तो सत्यापित (Verify) 
कीजिए कि 1.- (५ ००४) ८ (.- ४) 0) (L-N) 
6. यदि ^ और 5 सार्वत्रिक समुच्चय U के उप-समुच्चय हैं, तो सिद्ध कीजिए कि, 
(i) AcAUB (ii) & ८8 <> (8 ५/ 8-८ 8) 
Gü) (An B) C A 
7, दिया है कि,४-(1, 23.) 100), तो निम्नलिखित को लिखिए: 
6) शका वह उप-समुच्चय , जिसके अवयव सम संख्याएँ हैं। 
( ऐका वह उप-समुच्चय, fag अवयव पूर्ण वर्ग (Perfect square) संख्याएँ हैं। 
8. दिया है कि x = {1, 2,3}, यदि# समुच्चय X के किसी सदस्य को निरूपित करता है, तो 
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निम्नलिखित द्वारा निरूपित समस्त संख्याओं को अंतर्विष्ट (Contain) करने वाले समुच्चयों को 
लिखिए: 

(6) 4n Gü) #+6 ii) > Gv) #-1 

9. यदि ४ = (1, 2, 3, ... 10), तथा ८ समुच्चय ४ के किसी अवयव को निरूपित करता है, तो उन 

समुच्चयों को लिखिए जिनके अंतर्विष्ट समस्त अवयव निम्नलिखित प्रतिबंधों (Conditions) को 
संतुष्ट करते हैं; 

(6) ac ५ परंतु ८२ e Y G) a+l=6,aeY 
Gü) a 6से कम है Mac Y 

10. A,B तथा € सार्वत्रिक समुच्चय U के उप-समुच्चय हैं। यदि A = (2, 4, 6, 8, 12, 20) 

B= (3, 6, 9, 12, 15}, C = (5, 10, 15, 20) और U सभी पूर्ण संख्याओं का समुच्चय है, तो 
U, A, B और C के परस्पर संबंधों को दर्शाने वाला वेन आरेख खींचिए। 

11. मान लीजिए कि U किसी विद्यालय के समस्त लड़के और लड़कियों का समुच्चय है, G उस 
विद्यालय के समस्त लड़कियों का समुच्चय है, B उस विद्यालय के समस्त लड़कों का समुच्चय है 
और S उस विद्यालय के उन सभी विद्यार्थियों का समुच्चय है, जो तैरना सीखते हैं। उस विद्यालय के 
केवल कुछ विद्यार्थी तैरना सीखते हैं। U, G, B और S समुच्चयों के बीच संभव परस्पर संबंधों में 
से किसी एक संबंध को प्रदर्शित करने वाला एक वेन आरेख खींचिए। 

12. सभी समुच्चयों », 8 और € के लिए सिद्ध कीजिए कि, (१ - 3) 01 (0-5) - ५ -(3 ००0) 
निर्धारित कीजिए कि प्रश्‍न संख्या 13 से 17 तक में दिये गये कथन सत्य हैं या असत्य हैं। 
अपने उत्तर का औचित्य भी बताइए। 

13. सभी समुच्चयों A और छ के लिए, (AB) L(ANB)=A 

14. सभी समुच्चयो A, B और C के लिए, &- (3-0) = (A-B)-C 

15. सभी समुच्चयों 4, B और C के लिए, यदि ACB, तो ॥ ९028566 

16. सभी समुच्चयों A, 8 और C के लिए, यदि ७ ८8, तो AUCCBUC 

17. सभी समुच्चयं ^, B और के लिए, यदि ४ C और B cC C, IA U B C 


समुच्चयो के गुणधर्म का प्रयोग करके प्रश्‍न स्या18 से21 में दिये कथनों को सिद्ध कीजिए: 


18. सभी समुच्चयों ^ और 8 के लिए, & 0(B-A)= AUB 
19. सभी समुच्चयों A और B के लिए,4-(A-B)= ANB 
20. सभी समुच्चयों 4 और B के लिए,A-(AnB)=A-B 
21. सभी समुच्चयों ^ और B के लिए, (AGO B)- B= A-B 
XS 4x 40 


कर 
x-7 13-x 


22. मान लीजिए कि = É | ! कया T एक रिक्‍त समुच्चय है? अपने उत्तर 


का औचित्य भी बताइए। 


समुच्चय 15 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्न (L.A.) 


23. 


24. 


25, 


26. 


27. 


28. 


मान लीजिए कि A, B और C कोई समुच्चय हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 
AN(BUC)=(ANB)L (ANC) 
rie से 15 pe ras और 8 विज्ञान में उत्तीर्ण हुए। 6 अंग्रेजी और गणित 
7 गणित और , 4, अंग्रेजी ओर विज्ञान तीनों विषयों में 
ipaklari anh ज्ञान तथा 4 तीनों विषयों में उत्तीर्ण हुए। ज्ञात कीजिए 
() अंग्रेजी और गणित परंतु विज्ञान में नहीं 
Gi) गणित और विज्ञान परंतु अंग्रेजी में नहीं 
(म) केवल गणित में 
(४) केवल एक से अधिक विषयों में 
60 विद्यार्थियों की एक कक्षा में, 25 विद्यार्थी क्रिकेट और 20 विद्यार्थी टेनिस š 
10 विद्यार्थी दोनों ही खेल खेलते हैं। उन विद्यार्थियों की संख्या ज्ञात कक जा हे सा 
से कोई भी खेल नहीं खेलते हैं। 
किसी विद्यालय के 200 विद्यार्थियों के सर्वेक्षण (Survey) से ज्ञात हुआ कि 120 विद्यार्थी 
गणित, 90 भौतिक विज्ञान तथा 70 रसायन विज्ञान पढ़ते हैं। 40 गणित और भौतिक विज्ञान 
30 भौतिक विज्ञान और रसायन विज्ञान, 50 रसायन विज्ञान और गणित पढ़ते हैं तथा 20 = 
विषयों में से कोई भी विषय नहीं पढ़ते हैं। उन विद्यार्थियों की संख्या ज्ञात कीजिए, जो इन तीनों 
ही विषयों को पढ़ते हैं। 
किसी शहर के 10,000 परिवारों के बारे में ज्ञात होता है कि 40% समाचार पत्र ^, 20% 
समाचार पत्र B, 10% समाचार पत्र ८, 5% समाचार पत्र A और B, 3% समाचार पत्र 8 और C 
तथा 4% समाचार पत्र & और ८ खरीदते हैं। यदि 2% परिवार तीनों ही समाचार पत्र खरीदते हैं, 
तो उन परिवारों की संख्या ज्ञात कीजिए जो 
(a) केवल समाचार पत्र A खरीदते है नहीं š 
७) A, 8 तथा C में से कोई भी समाचार o नहीं खरीदते हैं। 
50 विद्यार्थियों के एक समूह में फ्रांसीसी, अंग्रेजी और संस्कृत विषयों का अध्ययन करने वालों 
; , फ्रांसीसी = 17, अंग्रेजी - 13, संस्कृत = 15, फ्रांसीसी और 
अंग्रेजी - 09, संस्कृत = 04, फ्रांसीसी और संस्कृत = 05, अंग्रेजी, फ्रांसीसी और 
LF विद्यार्थियों की संख्या ज्ञात कीजिए जो, 
संस्कृत = 03 उन पढ़ते हैं। (७) फ्रांसीसी और संस्कृत पढ़ते हैं परंतु अंग्रेजी नहीं 
() केवल फ्रांसीसी पद पढते हैं। गे हक A 
हैं y फ्रांसीसी और अं ते हैं परंतु संस्कृत नहीं 
ह) केवल अंग्रेजी पढ़ते हैं 6 ती A 
त झा) तीन भाषाओं 
Gü) केवल संस्कृत पढते l š he तीनों भाषा 


में से कम से कम एक भाषा पढ़ते हैं। 
में से एक भी भाषा नहीं पढ़ते हैं। 
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वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न ( Objective Type Questions) 


प्रश्‍न संख्या 29 से 43 में प्रत्येक में दिये गये चार विकल्पों में सही विकल्प का चयन कीजिए 
(M.C. Q.): 


29. मान लीजिए कि तीस समुच्चय & , A, 4, ..., 4, में से प्रत्येक में 5 अवयव तथा n समुच्चय 


30. 


31. 


32; 


33. 


34. 


B,, B, B,, ..., B में से प्रत्येक में 3 अवयव है। मान लीजिए कि Ùa, =UB, =s यदि 
i=l j=l 

$ का प्रत्येक अवयव A, प्रकार के तथ्यतः 10 और 8, प्रकार के तथ्यतः 9 समुच्चयों में É 

तो n का मान 

(A) 15 (3) 3 (0) 45 (D) 35 

दो परिमित समुच्चयों में क्रमश: m और n अवयव हैं। पहले समुच्चय के उप-समुच्चयों की 

संख्या दूसरे समुच्चय के उप-समुच्चयों के उप-समुच्चयों की संख्या से 112 अधिक है। m 

और n के मान क्रमशः 


(A) 4,7 (5) 7,4 (0) 4, 4 (D) 7,7 
समुच्चय (A A B” Ú (B n 0) निम्नलिखित में से किस समुच्चय के समान हैः 
(A) & ०७8०० (B) AUB (0) wu C (D) AAB 


मान लीजिए कि F, समांतर चतुर्भुज, F, आयत, F, समचतुर्भुज , F, वर्ग तथा F, समलंब चतुर्भुज 
के समुच्चय हैं, तो ह, निम्नलिखित में से किसके समान है? 

(A) ROR (B). E, ry E, 

(O) F, UF, (D) 8,००४, O F, Ü F, 

मान लीजिए कि S = किसी वर्ग के भीतर के बिंदुओं का समुच्चय,' किसी त्रिभुज के भीतर 
के बिंदुओं का समुच्चय, किसी वृत्त के भीतर के बिंदुओं का समुच्चय। यदि त्रिभुज ओर 
वृत्त एक दूसरे को प्रतिच्छेद करते हैं (काटते हैं) और वर्ग में अंतर्विष्ट हैं, तो 

(A) SNTAC=Y ७) $०॥7 ०८२३९८ 

(C) SUTUC=S (0) SUT=SANC 

मान लीजिए कि R, भुजा a और b (a, b > 1) वाले एक ऐसे आयत के भीतरी बिंदुओं का 
समुच्चय है, जिसकी भुजाएँ क्रमश: #-अक्ष तथा)-अक्ष की धनात्मक दिशाओं के अनुदिश 
(along) हैं, तो 

(A) R= {@,y):0<x<a,0<y<b} 

(B) R= {(x,y):0<x<a,0<y<b} 

(C) R=í(G@G,y):0<x<a,0<y<b) 

(D) R=((x,y):0<x<a,0<y<b) 


36. 


37. 


38. 


41. 


42. 


43. 


प्रश्‍न संख्या 44 से 51 में से 


44. 
45. 
46. 


39. यदि समुच्चय A और 8 


, यदि» और p दो समुच्चय Š 


समुच्चय 17 


_ 60 विद्यार्थियों की एक कक्षा में 25 विद्यार्थी क्रिकेट, 20 विद्यार्थी टेनिस और 10 विद्यार्थी दोनों 


ही खेल खेलते हैं, तो दोनों में से कोई भी खेल नहीं खेलने वाले विद्यार्थियों की संख्या 
७ 5 (B) 5 (0 35 (D) 45 है। 
यदि 840 व्यक्तियों वाले किसी नगर में 450 व्यक्ति हिंदी, 300 व्यक्ति अंग्रेजी और 200 
व्यक्ति दोनों ही विषय पढ़ते हैं, तो दोनों में से कोई भी विषय नहीं पढ़ने वाले व्यक्तियों की 
संख्या 
(A) 210 (B) 290 (द) 239 ल कए है 
यदि x [80-00 ¬ 1 [ne N) और ४ = {49n -49 | E N}, तो 

pyrex (Set ताता 
प्रदर्शित करता हे कि 63% लोग किसी समाचार चैनल (News Channel) को 
देखते हैं जबकि 76% लोग किसी अन्य चैनल को देखते हैं। यदि %% लोग दोनों चैनल देखते 


हैं, तो 
B) »=63 (0) 395x563 (D) x=39 
se लिखित प्रकार से परिभाषित हैं, 


p= G; )|y=- x€ R} तो 


1 „o#xe R} 
(0 AnB= 0 (D) AUB=A 


A=(G@,y)|y= x 
(B) AN B=B 


(A) AnB=A 
à A (AB) समान हैः 
(D) ANB 


A B) | 
i han 11, 3, 5, 7, x 11,13, 15, 10) 2 = [2, 4... 18) तथा N प्राकृत a ni 
समुच्चय सार्वत्रिक समुच्चय है, तो A ०( ० B) ^ 8) समान A R 
OA 
(A) ९ (B) N ( k. 
मान लीजिए कि $ = (x |x 100 से 3 का एक धनात्मक गुणज है), 
P = {x|x 20 से छोटी एक अभाज्य संख्या है), तो ॥(9) + n(P) = Y 
) 33 (D) 30 है। 
(A) 34 (B) 31 (O) rs > 
य x तथा ४ दो समुच्चय हैं और? X के पूरक समुच्चय को निरूपित करता है, तो 
XAGKUY) समान 
(A) X 


(D) XAY 


(B) Y 
प्रकार से भी लिखा जा सकता है। 


समुच्चय (xe R: 1 x< ड है। 


में अवयवों की संख्या 
जब A = ¢, तो P(A) š = है 
यदि ^ तथा इस प्रकार के परिमित s ह TTE त 
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47. 
48. 
49. 


50. 


51. 
52. 


यदि A तथा 8 कोई भी दो समुच्चय हैं, तो 4 - B के समान है। 
समुच्चय A = (1, 2} का घात समुच्चय है। 
दिया हुआ है कि A = (1, 3, 5}. B = (2, 4, 6} तथा C = (0, 2, 4, 6, 8}, तो समुच्चयों 4, 
B तथा C का एक सार्वत्रिक समुच्चय है। 
यदि U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, A = (1, 2,3, 5}, B = (2, 4, 6,7} तथा 
C= (2, 3, 4, 8), तो 
0) (B o cy है। Gi) (C - A) है। 
किसी भी समुच्चय A तथा B के लिए, ^ - (A “ B) के समान है। 
सभी समुच्चयों A, B तथा C के लिए निम्नलिखित समुच्चयों का सही मिलान कीजिए: 
© (A'O B” - AY (a) A-B 
0) [४० B -A 0) A 
Gi) (A-B) - (B- O) (o) B 
(iv) (A-B) n (C - B) (d) (Ax 0) " (A x O) 
(v) > (30९) (e) (Ax B) (A x O) 
vi) Ax (BO O) ७) (ANQ-B 


प्रश्‍न संख्या 53 से 58 में से प्रत्येक में दिये हुए निम्नलिखित कथनों को सत्य या असत्य में व्यक्त 
कीजिए: 


53. 
54. 


85; 
56. 
87. 


58. 


यदि A कोई समुच्चय है, तो A C ^ 

दिया हुआ है कि M= (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} और यदि B= (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, तो 
BM 

समुच्चय (1, 2, 3, 4) तथा (3, 4, 5, 6) समान हैं। 

९०2८२९, जहाँ 0 परिमेय संख्याओं का समुच्चय है और 2 पूर्णाकों का समुच्चय है। 
मान लीजिए कि समुच्चय ]रे औरं T निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित हैं, 

R = (४८ 2| संख्या 2 से भाज्य है} 

T = (xe Z | %, संख्या 6 भाज्य है}, तो T c R 

दिया हुआ है कि A = {0, 1, 2), B= (xe R|0 <४ <2}, तो सिद्ध कीजिए कि ^ = 8. 


> 0 <z===== 


अध्याय 


2.1 समग्र अवलोकन (Overview) 

इस अध्याय में दो समुच्चयों के अवयवों के युग्म (pair) के बारे में विचार किया गया है और फिर 
युग्म के घटकों (elements) के बीच संबंध का परिचय कराया गया है। व्यावहारिक रूप से अपने 
जीवन में प्रतिदिन हम दो समुच्चयों के सदस्यों का युग्म बनाते रहते हैं। उदाहरणार्थ, दिन के प्रत्येक 
घंटे को दूरदर्शन के मौसम विज्ञानी gra पठित स्थानीय तापमान के साथ युग्मित किया जाता है। एक 
अध्यापक, यह जानने के लिए कि कक्षा ने किसी पाठ को कितनी अच्छी तरह समझा है, बहुधा 
प्राप्तांको और उन प्राप्तांकों को पाने वाले विद्यार्थियों की संख्याओं का युग्म बनाते हैं। अंत में, हम ऐसे 


विशेष संबंधों के बारे में जानेंगे जो फलन (Function) कहलाते ÈI 


2.1.1 समुच्चयो का कार्तीय गुणन (Cartesian products of sets) : 
समुच्चयों A तथा B के लिए, उन सभी क्रमित (07५९7०५) युग्मं 


परिभाषा : दिये हुए दो अतिरिक्त समुच्चयों 
+ e A और» € B, A तथा 8 का कार्तीय गुणन कहलाता है। प्रतीकात्मक 


यदि ^={1,2,3} और 8 (4 5}, 
Ax B= (01, 4), (2, 4) @, 3), (l, 5), (2, 5), G, 5)) 


तथा एकत 2), (4, 3), (5, 1), (5, 2, (593) . 
हैं, यदि और यदि उनके संगत (Corresponding) प्रथम 


() दो क्रमित युग्म समान i 
घटक समान हों और संगत द्वितीय घटक भी समान ही, अर्थात्‌ (८9) = (८, v), यदि और केवल 
यदि x = u, y = V. 
(1) यदि n(A) = ? और॥ (B) = q; 
üi) A xA Xx A = {(a, b, c) : a, 
triplet) कहलाता ह। 


तो॥ (8२9) 57? १ 
b, c A). यहाँ (a, b, 0 एक क्रमित त्रियक (Ordered 


2.1.2 संबंध (Relations) : किसी अतिरिक्‍त Aù अतिरिक्‍त समुच्चय B में संबंध बी: कार्तीय 
गुणन 4 x B का एक उप- होता है। यह उप-समुच्चय, ^ X B के क्रमित युग्मों के प्रथम 
घटकों तथा दवितीय घटकों के बीच कोई प्रतिबंध (संबंध) लगाने से प्रपत होता है। इन क्रमित युग्मों 
के द्वितीय घटक, प्रथम घटक का प्रतिबिंब (image) कहलाता हैं। १ 

किसी संबंध R के क्रमित युग्मों के सभी प्रथम घटकों के समुच्चय कोर का प्रांत (domain) 
तथा द्वितीय घटकों के समुच्चय को R का परिसर (range) कहते हैं। 
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उदाहरण के लिए मान लीजिए कि R = GACA ; »3)) एक संबंध हे, तो R का प्रांत 


1 
=, > ) तथा R का परिसर = (2, 3). 

() किसी संबंध का निरूपण या तो रोस्टर रूप या समुच्चय निर्माण रूप द्वारा किया जा सकता है 
अथवा उसका निरूपण एक तीर आरेख (arrow diagram) द्वारा भी किया जा सकता है, जो 
उसका एक दृष्टि चित्रण (visual representation) भी है। 

Gü) यदि ॥ (^) = 7, # (8) = तो # (A x B) = pq और समुच्चय A से समुच्चय B में संबंधों की 
कुल संभव संख्या = 27० 

2.1.3 फलन (Functions) : किसी समुच्चय A से समुच्चय B में संबंध f एक फलन कहलाता है, 
यदि समुच्चय A के प्रत्येक अवयव का समुच्चय B में एक और केवल एक प्रतिबिंब होता हे। 

दूसरे शब्दों में एक फलन ऐसा संबंध है जिसके दो युग्मों के प्रथम घटक समान न हों। 

संकेतन /: X — Y का तात्पर्यं है कि f, X से ४ Š एक फलन है। ई को f का प्रांत-तथा Y 
को/ का सहप्रांत (Co-domain) कहते हैं। एक प्रदत्त अवयव: e X से संबंधित f के अंतर्गत, Y 
में एक अद्वितीय (४०।१००)अवयव y होता है। 

f के अंतर्गत, x से संबंधित अद्वितीय अवयव y को प्रतीक /( द्वारा निरूपित करते हैं और उसे 
“का / यापर / का मान! या / के अन्तर्गत x का प्रतिबिंब' कहते हैं। 

J (2) के समस्त मानों को एक साथ लेने से बने समुच्चय को f का परिसर या / के अंतर्गत 
x का प्रतिबिंब कहते हैं। प्रतीकात्मक रूप में, 

f का परिसर = (ye Y| ) = / (2), xe X) 

परिभाषा : एक ऐसा फलन, जिसका परिसर R (वास्तविक संख्याओं का समुच्चय) या उसका कोई 
उप-समुच्चय हो, वास्तविक मान फलन (real valued function) कहते हैं। इसके >. यदि 
इसका प्रांत भी या तो २ अथवां २ का एक उप समुच्चय हो तो इसे वास्तविक फलन कहते हैं। 
214 कुछ विशेष प्रकार के फलन (Some specific types of functions) 

Ò तत्समक फलन (Identity function): 
नियम (प्रतिबिंध) y = f (9 =x प्रत्येक x e R द्वारा परिभाषित 
फलन /: R — R, तत्समक फलन कहलाता है। 

f का प्रांत - R, f का परिसर = R 
(0) अचर फलन (Constant function): 
- नियम अथवा प्रतिबंध y = FG) = C, x e R, जहां ८ एक अचर . है, द्वारा परिभाषित फलन 
f: R — R, एक अचर फलन कहलाता है। र 
f का प्रांत = R, तथा / का परिसर = {C} 


Gü) 


(iv) 


~ 
< 
<= 


vi) 


(vii) 
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बहुपद या बहुपदीय फलन (Polynomial function): 


प्रत्येक n € N के लिए प्रतिबंध =/(४) = a, + 4,४+ 4, 2 + --+ १, जहाँ ॥ € N और ८, 
ap a A € रे, द्वारा परिभाषित वास्तविक मान फलन f:R— R, एक बहुपद फलन 


कहलाता हें। 
परिमेय फलन (Rational function): 


प्रकार के वास्तविक फलन, जहाँ FG) तथा ४ (0, के ऐसे बहुपद फलन हैं, जो 
एक ऐसे प्रांत में परिभाषित हैं, जिसमें aG) #0, परिमेय फलन कहलाते हैं। उदाहरणार्थ, नियम 


l 
fŒ , yxe R-{-2 द्वारा परिभाषित फलन f: R-{-2} — R, एक परिमेय 


फलन ÈI 
मापांक फलन (Modulus function): 


x; x 2 0 
नियम f@) = || = m y < 0 ४२६ R द्वारा परिभाषित फलन, मापांक फलन कहलाता है। 
f का प्रांत = R 
f का परिसर'= R* O {0} 
चिह्न फलन (Signum function): 
1, यदि x>O 
नियम /(४ श 71% यदि x=0 द्वारा 
0,*= 0 |-1, यदि x<0 
परिभाषित वास्तविक फलन f: R R, fag फलन कहलाता ÈI f का प्रांत= R, f का 


परिसर = (1, 0, - 1) 
महत्तम पूर्णांक फलन (Greatest integer function): 
नियम f (४) = a), x e R जहा [x], x से कम या x के बराबर महत्तम पूर्णांक मान ग्रहण» 


( धारण) करता है द्वारा परिभाषित वास्तविक फलन f R > R, महत्तम पूर्णांक "फलन 
कहलाता e! 
Š चा -igy < 0 के लिए 


x)= =0,0< 
10) a [x] 11<2< 2के लिए 


s I 2, 2 < x < 3 के लिए इत्यादि। 
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2.1.5 वास्तविक फलनो का बीजगणित (Algebra of real functions) 

G) दो वास्तविक फलनों का योग 
मान लीजिए कि /: X — R तथा g : X - R कोई दो वास्तविक फलन हैं, जहाँ 2 C R तब 
= x. 8):X — R को, सभी xe X के लिए(/--8) (४) =fG) +g (0 द्वारा परिभाषित 
करते हैं। 
एक वास्तविक फलन से दूसरे को घटाना 
मान लीजिए कि/: X — R तथा g : X — R कोई दो वास्तविक फलन हैं, जहाँ % ८ R तब 
डळ म 8): 2 -> को, सभी x e X के लिए, (f— g) (9 -/(0 - (0 द्वारा परिभाषित 
करते हैं। 


i 


© 


(üi 


© 


एक अदिश (Scalar) गुणन 

मान लीजिए कि f: y -> R एक वास्तविक फलन है तथा ८ एक अदिश है जो R में है, तब 
गुणनफल of, से R में एक फलन है, जो (o, f) (z) = o f (a), x e X द्वारा परिभाषित है। 
(iv) दो वास्तविक फलनों का गुणन: मान लीजिए कि /: X — R तथा &: x — R कोई दो 
वास्तविक फलन हैं, जहाँ X ८ R, तब इन दोनों फलनों का गुणनफल 

(8) (9-/09 . & (0 v xe X द्वारा परिभाषित फलन fg : X — R है। 


(४) दो वास्तविक फलनों का भागफलः मान लीजिए कि f तथा, XÀ R में परिभाषित दो 


~ 


वास्तविक फलन हैं। प्रतीक से निर्दिष्ट (denote), / का g से भागफल, नियम 


E j ४९9) , g (४0२0, € X द्वारा परिभाषित X से R में एक फलन है। 
g g(x) 


[« टिप्पणी] योगफल फलन f + g, अंतर फलन f — g और गुणनफल fe में से प्रत्येक का प्रांत 
={x:xeD, 0 D} 

जहाँ D, = /का प्रांत, 

D, = 8 का प्रांत 


; 1 : 
फलन का प्रांत = का प्रांत 
= {४:४९ , ^ D, और& (४) #0} 


2.2 हल किये हुए उदाहरण 


संक्षिप्त उत्तर वाले (S.A) 
उदाहरण 1 मान लीजिए कि A = {1, 2, 3, 4} तथा B = (5, 7, 9} ज्ञात कीजिए: 


ES > SIME कक कस 
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0) AxB 6) BxA 
Gü) #mAxB=BxA? Gv) Tn (AxB)=n(BxA)? 


हल चूँकि ^ {1, 2, 3, 4) तथा 8 = (5, 7, 9}, अतः 
6) AxB ={0, 5), (1, 7), (1, 9, (2, 5), 2,7), 
(2, 9), (3, 5), G; 0, G, 9), (4, 5), (१, 7), (4, 9) 
Bx A= (65, 1), 5, 2, (5, 3), (5, 4), (7 1), (7, 2), 
(7,3, 0, 4), ७, 1), (9, 2), (9, 3), © 4) 
Gü) नहीं, A x B # B x क्योंकि A x B और x A में तथ्यतः एक समान क्रमित युग्म'नहीं हैं। 
Gv) n(AxB)=n(A)xn (B) =4x3 = 12 
n(BxA)=n(B)xn (A)=4x3=12 
अतः n A x B) = n (B x A) 


Gi 


© 


उदारहण 2 x और) ज्ञात कीजिए, यदि, 


6) (4१७५३, ७ 5(35+5,-2) Gü) ७-४ x+y) = (6,10) 


हल 
6) चूँकि (4x + 3, y) = Gx + 5,- 2) इसलिए 
dx+3=3x+5 
या क ६४2 
तथा y=-2 
(i) x—y=6 
x+y=10 
N 2x=16 
या x=8 
8-y=6 
y= 2 
be B, तो क्रमित (a, b) 


उदाहरण 3 यदि A = (2, 4 6, 9} और 8 = (4, 6, 18, 27, 54), a € A, 


'७, '४' का एक गुणनखंड और ० < b. 
हल क्योकि संख्या 2, संख्या 4 का एक गुणनखंड है तथा 2<4, इसलिए (2, 4) इस प्रकार का एक 


क्रमित युग्म हे। 


इसी प्रकार (2, 6), (2, 18), (2, 54) इसी प्रकार के अन्य क्रमित युग्म Š! 
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अतः ((2, 4), (2, 6), (2, 18), (2, 54), (6, 18), (6, 54,), (9, 18), (9, 27), (9, 54)) क्रमित युग्मों का 

अभीष्ट समुच्चय है। 

उदारहण 4 R = 1७५ y) y= वी 
x 

और परिसर ज्ञात कीजिए। 

हल जब x 


; जहाँ >,)/ € N और < 6) द्वारा प्रदत्त (हा) संबंध का प्रांत 


51, 957 € N, अतएव (1,7) € R 


पुनः जब, > 2 . टेक š =5e N, 


अतएव (2, 5 J)ER पुन: जब ८-3 » y=3+ =5e N, (3, 5)e R इसके अतिरिक्‍त, = 4 के 


6 
लिए y=44 4 € ४तथा+ = 5 के लिए y=5+ : eN 
१७७०000255) जहर का बरत - (1, 2, 3) और ए का परिसर = (7, 5) 
उदाहरण 5 क्या निम्नलिखित संबंध फलन हैं? अपने उत्तर का औचित्य भी बताइए। 
i 1 
G) R, 5 ((2, 3), ( 5.0, (2, 7, (-4,6)) 
GD 8, > (G, 
हल 
क्योंकि (2, 3) और (2, 7) € R, 
> KR Q) 53 तथा R (2३7 
इसलिए R. (2) का एक अद्वितीय प्रतिबिंब नहीं है। अतः R एक फलन नहीं है। 
Gü) R, = {x |x|) / x €R} 
प्रत्येक x € R का एक अद्वितीय प्रतिबिंब |x | € R Š 
अतः R, एक फलन है। 


lx) |x एक वास्तविक संख्या है} 


उदाहरण 6 वह प्रांत ज्ञात करो जिसके लिए फलन /(४) = 2४२ _ 1 और ४ (9२1-35समान हैं। * 
ह्लः 

यदि f@) = g @) 

= 2-1 < 1 - 3५ 
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= 2002-31-20 
= @x-1)G@G+2)=0 


अत: वह प्रांत जिसके लिए f (७ = g (9, 1 2 है। 
2 
उदाहरण 7 निम्नलिखित फलनों में से प्रत्येक का प्रांत ज्ञात कीजिए: 


© Jaa: ® ame 


हल 


fE ४९) रूप का एक परिमेय फलन है, जहाँ ९ (0 5» तथा 7? (९) = ४ +3८ +2 


“hO 
अब ॥ (00 =+ 3x+2# 0 = (४+ 1) (४+2)#0 


अत: प्रदत्त फलन/ का प्रांत R — (= 1, - 2) है। 
G) + (४) = [d] + = अर्थात्‌ (१) = ॥ ९) + 8 ९), 
जहाँ h (0 = [४] और g (05% 
॥() का प्रांत = 2 और ४09 का प्रांत = R 
अतः / का प्रांत = R 
उदाहरण 8 निम्नलिखित 'फलनों के परिसर ज्ञात कीजिए: 


-4 पन 
0) = i a 6-४ 
हल 
X नकळत. 
e m= = wa 
= उनके -0-4 _-1,5<4 


x-4 


säl 3 
अतः be का परिसर = (1, 1) 
x—4 


GD f का प्रांत, जहाँ 100 = fier [6-५ ,[-$4] है। 


परिसर के लिए, मान लीजिए कि y = Jer हस 5 
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तो ४२२ 16- x= 
या Ta X =16-y? 
क्योंकि xe [-4, 4] 


अत: / का परिसर = [0, 4] 
उदाहरण 9 फलन /(0 = |*-1|+|1+>, -2<%<2 को पुनः परिभाषित (Redefine) कीजिए। 
se. fœ = |x-1|+|1+x|,-2 < x< 2 


—x+] +x+l, —-l<x<1 


—x+] -1-x. -2<x<-] 
के +I+x, I<x<2 


—2x , —2<x<-1 
= 2 —I<x<1 


DLS SD 


उदाहरण 10 फलन f (x) = TET का प्रांत ज्ञात कीजिए। 
x] —[x]— 


1 ] 
हल दिया = जिह परिभाषित होगा यदि [४]? - [x] -6 > 0 
या हुआ है कि / (2) हाता f परिभाषित KP- [1-6 > 
या (०४-39) ([४] + 2) > 0, 
न्रे p] <- 2 या b] > 3 
= x<-2 या x24 


अतः प्रांत  (- ०, — 2) ७ [4, ००) 

वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न (Objective Type Questions) 

दिये हुए चार संभव saq में से सही उत्तर चुनिए (M.C.Q.) 

उदाहरण 11 निम्नलिखित में से कौन / (४) = न द्वारा परिभाषित” फलन f का प्रांत है। 
x= 


(8) R (B) R: 
(© R- (D) इनमें से कोई नहीं 


T. 
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हल: सही उत्तर (D) ë! f (9 = द्र प्रदत्त है, 


ड _ x-x=0 यदि x20 

जहाँ z- | 5 12५ यदि x<0 

अतः FA किसी भी x e ह के लिए परिभाषित नहीं है। अतः # किसी भी x e R के लिए 
x-|x| 

परिभाषित नहीं है, अर्थात्‌ दिये हुए विकल्पों में से कोई भी f का प्रांत नहीं है। 


l. नम्नलिखित मे 
उदाहरण 12 यदि f (४) = % -5 AAH ) निम्नलिखित में से किसके बराबर हे: 


(A) 2 ७) š (©) 0 (0) 1 
हल सही चयन (ट) है। 
1 
क्योंकि f= 
1 1 
इसलिए AE 


1 1 | 
f G) + is) = id =0 
उदाहरण 13 मान लीजिए कि ^ तथा 8 कोई ऐसे. दो समुच्चय हैं कि n(B) = p. n(A) = % तो 
I 


समुच्चयों / : 4 — B कुल संख्या i 
कोई भी अवयव मान लीजिए कि x, समुच्चय B के अवयवों à तरीके से संबद्ध किया 
हल: ७ का अभीष्ट समुच्चयों की तथ्यतः संख्या 7? है। 


जा सकता है। अतः j $ 
निम्नलिखित दो फलन हें, 
उदाहरण 14 मान लीजिए कि/ तथा & 


f= (@, 4, ७, ७, (8-9), 00-32) 
g= पव, 5), @ 1), (8, 4), (10, 13), (11, po 


अत: 


5) तो/+ & का प्रांत होगा। 
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हल: क्योंकि f का प्रांत = D,= (2, 5, 8, 10) तथा g का प्रांत = D, = (2, 7, 8, 10, 11) इसलिए 
f+ का प्रांत = Ix |z D,n D,} = {2, 8, 10} 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न (S.A.) 


1. 


मान लीजिए कि A = {-1, 2, 3} तथा B = (1, 3}, तो निम्नलिखित ज्ञात कीजिए: 
6) AxB Gü) BxA 
Gü) Bx B (iv) AxA 


` यदि P={x:x<3,xE N), Q= (x:x<2,x e W), तो (PU Q) x (P ^ 0) ज्ञात ° 


कीजिए, जहाँ W पूर्ण संख्याओं (ऋणेत्तर पूर्णाकों) का समुच्चय Š! 


A IRA z {x xe W, x< 2} B= {x ‘xe N, Teye 5} G= {3, 5} तो निम्नलिखित 


ज्ञात कीजिए: 
0) Ax(Bx O) Gü) Ax (B O) 
में से प्रत्येक में ८ तथा ७ ज्ञात कीजिए: 


6) (a+b, ०-४) (8, 3) Gü ($ ,a-2b ) = (0, 6 + b) 


* दिया हुआ है, & = (1, 2, 3, 4, 5}, $ = (७3) :४ 6 ^, ye ^} तो उन क्रमित युग्मों को 


ज्ञात कीजिए, जो निम्नलिखित प्रतिबंधों को संतुष्ट करते हैं; 
G) x+y=5 (i) x+y<5 (ii) x+y>8 


* यदि 2 = {(४, }) : ५, ye %, २2 + Y? = 25) प्रदत्त ŠI R का प्रांत तथा परिसर ज्ञात कीजिए। 
* IRR, = (८) |y= 2४+ 7, जहाँ; € R और - 5 <2 < 5} एक संबंध है तो R का प्रांत 


तथा परिसर ज्ञात कीजिए। 


* IRR, = (७) | » और » पूर्णांक हैं और 2 + 77:64) एक संबंध है, तो 1२, ज्ञात कीजिए 


(रोस्टर रूप में लिखिए)। 


* यदि २, = ((x, ||) |x एक वास्तविक संख्या है} एक संबंध हे, तो R,का प्रांत तथा परिसर 


ज्ञात कीजिए। 


* क्या नीचे दिये गये संबंध फलन हैं? अपने उत्तर का औचित्य भी बताइए: 


6) #={(4,6), (3, 9), (- 11, 6), (3, 11)} 
Gü) += (@, x) |x एक वास्तविक संख्या है) 


Gi) g= i >) # एक धन पूर्णांक Š I 
n 


11. 


14. 


15. 


17. 
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Gv) s= ((n,n2) | # एक धन पूर्णांक है) 

(५) /5 (@,3)|x एक वास्तविक संख्या है], 

यदि f तथा g, नियम f (x) = x2 + 7 तथा g (z) = 3x + 5 द्वारा परिभाषित वास्तविक फलन हैं 
तो निम्नलिखित में से प्रत्येक को ज्ञात कीजिए: | 


1 
@ /(3 48 C5) ७) 9 x g (14) 
© fC2) +g CD ® fü - fC2) 
JOA kres 


(७ Å 


t-5 


. मान लीजिए कि f(x) = 2x + 1 तथा & (२) = 4४-7 द्वारा परिभाषित f तथा f वास्तविक 


फलन हैं, तो 

(a) किन वास्तविक संख्याओं + के लिए, f) = g (0? 

(b) किन वास्तविक संख्याओं # के लिए, / (५) < g (0? 

यदि f G) = 2x + 1 तथा g (9) = #? + 1 द्वारा परिभाषित f तथा g दो वास्तविक फलन हें, 


तो निम्नलिखित ज्ञात कीजिए: 
6) f +g 60 Fg शा) fg (iv) £ 
निम्नलिखित फलन को क्रमित युग्मो में वर्णित कीजिए और उसका परिसर ज्ञात कौजिए: 
fiona र्ती: 

का वह मान ज्ञात कीजिए जिसके 


समान हैं। 


के लिए फलन / (४) = 3४२ - 1 और फलन & (५) = 3+ x 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A) 
: रीय प्रश (4,7)} एक फलन है? औचित्य भी बताइए। यदि इसे नियम ' 


क्या g(x) = {(1, 1), "a र. ud: 
= द्वारा वर्णित किया 
awaq में से प्रत्येक का प्रांत ज्ञात कीजिए: 


1 
@ /@) “Ecoss 


am 
७9 /७- फा 


ये तो ० और को क्या मान दिया जा सकता है? 
] ” É 
७ SOT G) 10933१ 


3x 
v f @) = उ-8 
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18. नीचे दिये फलनों के परिसर ज्ञात कीजिए: 


6) f@)= A = G) f@)=1- |x—2| 


Gü) fæ = |x—3| (iv) f (2) = 1 + 3 cos2x 


(संकेत: - 1 < cos2x <1=-3 < 3 cos2x <3 = 2 š 1 + 3cos 2x < 4) 
19. फलन f= |४-2| + |2+2|, -3 52 53 को पुनः परिभाषित कौजिए। 


20. यदि / (१) तो सिद्ध कीजिए कि 
1 a | L. L. = 1. 
o + (5) =-7७) र शंका 
21. मान लीजिए कि /(0 = Jx तथा & @) = * दो फलन प्रांत R Ü {0} में परिभाषित हैं तो 
निम्नलिखित ज्ञात कीजिए: है 
6) (+ ४) (0 G) (-8) 0) 
Gi) (8) ७ G) F je 
22. फलन / (0 = = का प्रांत तथा परिसर ज्ञात कीजिए। 
= 
23. यदि /(५) = y तो सिद्ध कीजिए कि /0) = x 
वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


संख्या 24 से 35 तक के प्रश्नों में सही उत्तर चुनिए (M.C.Q.) 


24. 


25. 


मान लीजिए कि n (A) = m, और n (B) = तो A से B में परिभाषित किये जा सकने वाले 
अरिक्त संबंधों की कुल संख्या 


(A) m" (B) m1 

(C) m-1 (D) 2-1 

यदि [x]? — 5 [x] + 6 = 0, जहाँ प्रतीक [ ] महत्तम पूर्णाक फलन को निरूपित करता है, तो 
(A) xe [3,4] (B) xe (2, 3] 


(©) xe [2,3] (D) xe [24 
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1 
26. f@)= 5655 का परिसर 
(A) B (B). [s] 
(© C =, -1] Ü 5”) (D) [yi] है। 


27. मान लीजिए कि 109 १४० , तौ 


(A) f@) = f @) - f 0) (B) f(o) >f @) . f (y) 


(D) इनमें से कोई नहीं 


28. Ja (४००) का प्रांत है 


(8) = a, a] 

(A) C-a, ०) 

@ D a (0) Ca,0] 
29. यदि / (+) = ax + b, जहाँ ० और qis हैं। यदि/(-1) 5-5 और/(3) 53, तो 

(A) a=-3,b=-1 (B) a=2,b=-3 

(८) a=0 b=2 (D) a=2,b=3 

1 

30. f@)= ३-२ + Fa द्वारा परिभाषित फलन / का प्रात 

(A) (-०,-1) ०(, 4] B) (-०,-1] ०0, 4] 

(©) C a 1) ०[1,4] p) (५7०५१ है। 

Í निम्नलिखित प्रकार है, 
31. f@)= 4- द्वारा परिभाषित फलन f का प्रात और परिसर 
त 

(^) प्रांत = 1२, परिसर = (-1, 1) 

(8) प्रांत 1२ - {1} परिसर = R 

(0) प्रव= R- {4} परिसर = (- 1) 

(0) प्रांत > R- (- 1)? परिसर = (-1, 1) 
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32. ॥९७9२ Jx—1 द्वारा परिभाषित वास्तविक फलन / के प्रांत तथा परिसर निम्नलिखित प्रकार है, 
(A) प्रांत = (1, e°), परिसर = (0, ००) 
(B) प्रांत = [1, ००), परिसर = (0, ००) 
(O) ग्रांत = [1, ००), परिसर = [0, ००) 
(D) प्रांत = [1, ००), परिसर = [0, ००) 


33. fG) = sal द्वारा प्रदत्त (given) फलन f का प्रांत 
(A) R- (3, -2) (8) R- (-3, 2) 
(C) R-[3,-2] (D) ४- (3, - 2) 
34. /0052- |४-5| द्वारा प्रदत्त फलन / का प्रांत तथा परिसर निम्नलिखित प्रकार है, 
(A) प्रांत = 1२", परिसर = (-००, 1] 
(B) प्रांत = र, परिसर = (-००, 2] 
(C) प्रांत = 2, परिसर = (- ००, 2) 
(D) प्रांत = ]र', परिसर = (- ००, 2] 


35. वह प्रांत जिसके लिए fO) = 3५२ - 1 तथा & (४) = 3 + द्वारा परिभाषित फलन f तथा g 
समान हैं, 


» ० bi 
© (4) (D) É 2) 


रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 
36. मान लीजिए कि 
f= {(0, 1), (2, 0), (3, -4), (4, 2), (5, 1)} 
8 (1, 0), (2, 2), (3, - 1), (4, 4), (5, 3)) 
दो प्रदत्त वास्तविक फलन हैं, तो f & का प्रांत है। 
37. मान लीजिए कि f = ((2, 4), (5, 6), (8, - 1), (10, - 3)) 
g = (@, 5), (7, 1), (8, 4), (10, 13), (11, 5)} 
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दो प्रदत्त वास्तविक फलन हैं, तो निम्नलिखित का सही मिलान (Match) कीजिए; 


(७) /-& © is) ° qez) 


७) f +g G) (220), (8,-4),(0,- 39)} 
(© f.g (i) (2,-1),(8,-5),00,-16)) 
(9) z Gv) (G@,9),(8,3), (10, 10)) 


बताइए कि प्रश्‍न संख्या 38 से 42 तक में दिये कथन सत्य हैं या असत्य हैः 
38, क्रमित युग्म (5, 2) संबंध R = ((७ y): ५ "४-5४ 2 E Z) में है। 
39. यदि? = {1, 2), तो ? xP x P = {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 2, 2), (2 1, D} 
40. यदि ^ = {1, 2, 3), B = (3, 4} तथा C = (4, 5, 6), तो (A x B) Y (A x O) 
= {(1, 3), (1, 4), (1, 5), G, 6), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (3,3), (3, 4), (3, 5), (3, 6)} 


41, यदि (४-2, } +5) = (-23) ,तो~=4,} = 
42, यदि AB = {(a, x), (a, y), (b, x); (b, ))), तो A = 19, b}, B= (x, y} 


—— ७ <r===—— 


अध्याय 
त्रिकोणमितीय फलन 


3.1 समग्र अवलोकन (Overview) 


3.1.1 शब्द ‘trigonometry’ (त्रिकोणमितीय) यूनानी शब्द 'ट्रिगोन' (trigon) और 'मौट्रोन' (metron) 
से व्युत्पत्ति हुआ है, जिसका अर्थ एक त्रिभुज की भुजाओं का मापना है। एक कोण एक निश्चित सी 
के सापेक्ष परिभ्रमण करने वाली किसी रेखा के घूर्णन की मात्रा होती है। यदि यह घूर्णन afèr 
दिशा में है तो कोण ऋणात्मक होता है तथा कोण धनात्मक होता है, यदि घूर्णन वामावर्त दिशा में होता 
है। प्रायः, हम कोणों को मापने के लिए, दो प्रकार की पद्धतियाँ, अर्थात्‌ G) षोष्टिक पद्धति 
(sexagesinal system) और (1) वृत्तीय पद्धति अपनाते हैं। 

पौष्टिक पद्धति में, कोण के मापन की इकाई अंश या डिग्री (Degree) है। यदि प्रारंभिक भुजा 


l ` ° 
से अंतिम भुजा तक का घूर्णन एक परिभ्रमण का 56 वाँ भाग हो, तो कोण के माप को 1° कहा जाता 


है। इस पद्धति में, वर्गीकरण निम्नलिखित प्रकार हैं- 
1° = 60 
1’ = 60” 
मापन की वृत्तीय पद्धति में, मापन की इकाई रेडियन (radian) है। एक रेडियन वह कोण है जो 
किसी वृत्त की त्रिज्या के बराबर लंबाई का चाप उस वृत्त के केंद्र पर अंतरित करता है। त्रिज्या r वाले 
एक वृत्त के चाप PQ की लंबाई ५ =70 दी जाती है, जहाँ 6 रेडियनों में मापा गया वह कोण है, 
चाप PQ वृत्त के केंद्र पर अंतरित करता है। 


3.1.2 डिग्री और रेडियन में संबंध 
किसी वृत्त की परिधि का उसके व्यास के साथ सदैव एक अचर अनुपात होता है। यह अचर "e 


TÀ व्यक्त की जाने वाली एक संख्या है जिसका मान सभी व्यावहारिक प्रयोजन के लिए लगभग 7. 
लिया जाता है। डिग्री और रेडियन मापों के बीच संबंध निम्नलिखित हैं- 
2 समकोण = 180° = x रेडियन 


180° 
1 रेडियन = — = 57°16' (लगभग) 


P = =. रेडियन = 0.01746 रेडियन (लगभग) 


| 


| 
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3.1.3 त्रिकोणमितीय फलन 
समकोण त्रिभुज की भुजाओं के अनुपातों के 


न्यून कोणों के लिए, त्रिकोणमितीय अनुपात को, किसी सम 
रूप में परिभाषित किया जाता है। रेडियन माप में व्यक्त किसी कोण के लिए, त्रिकोणमितीय अनुपात 
š, त्रिकोणमितीय फलनों के विभिन्न चतुर्थाशं में चिह्न 


से छोटे या उसके बराबर कुछ m के sine, cosine और 


3.1.5 समकोण अर्थात्‌ 90° 
tangent 
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3.1.6 समवर्गीय या संबंधित कोण 


गाए संबध P Ë 
कोण +e समवर्गी या संबंधित कोण कहलाते हैं तथा कोण 0 + n 3600 सहावासनी 
(coterminal) कोण कहलाते हैं। व्यापक समानयन के लिए, हमें निम्नलिखित नियम प्राप्त हैं: 


(20) के लिए, त्रिकोणमितीय फलन का संख्यात्मक मान बराबर है- 


(४) उसी फलन के मान के, यदि # एक सम पूर्णांक है तथा इस मान का fag उस चतुर्थांश के 
अनुसार होता है जिसमें वह कोण स्थित है। 

(b) ०के संगत सहफलन के मान के यदि n एक विषम पूर्णांक है तथा फलन का चिह्न उस चतुर्थांश 
के अनुसार होता है, जिसमें वह कोण स्थित है। यहाँ sine और cosine, tan और cot तथा sec 
और ८०४९८ एक दूसरे के सहफलन हैं। 


3.1.7 ऋणात्मक कोणों के फलन मान लीजिए 0 कोई कोण है। तब, 
sin (—0) = — sin 9, cos (-9) = cos 9 
tan (—0) = — tan 0, cot (—0) = — cot 0 
sec (—0) = sec 9, cosec (—0) = - cosec 0 
3.1.8 यौगिक कोणों से संबधी कुछ सूत्रं 
दो या अधिक कोणों के योग या अंतर से बना एक कोण यौगिक कोण कहलाता है। इस संबंध में 
मूलभूत परिणाम त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाएँ कहलाते हैं। जिन्हें नीचे दिया जा रहा है: 
(i) sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B 
Gi) sin (A — B) = sin A cos B - cos A sin B 
(iii) cos (A + B) = cos A cos B — sin A sin B 
(iv) cos (५-5) = cos A cos B + sin A sin B 
tanA + tanB 


t. S ` 
Ga र. 1-8 tanB 
(vi) tan (A — B) = Rn SAT 


1+tanA शा 3 


| (i) 


(ix) 
&) 
(00) 


(xii) 


ल्मा) 
(iv) 
(xv) 
(xvi) 
(xvii) 
(xviii) 
(xix) 
(xx) 


Gxi) 
(xii) 


(xiii) 


sin 2A = 2 sin A cos À = 


cos 2A = cos? A — sin? A = 1-2 sin? A = 2 cos? A — 1 = 


cotA cotB —1 
cot (A + B) = AE 


cotB 


cotA cotB + 1 
cot (A — B) = क ह 


, 


2 tan À 
tan 2A = TA. 


— [वा 


cotA 


2 tan À 


sin 3A = 3sin A—4sin’ A 
cos 3A = 4cos? A - 3cos A 


3 tanA — tanA 


1 +tan A 
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1 — tan?A 
1 + tan A 


tan 3A = s 
1 — 3tan“A 
A+B A-B 
cos A + cos B = 2 cos > cos|— 
PAF B= e) 
cos À — cos B = 2sin sin E 
, [A A-B 
sin A + sin B = 2sin| —J°%[|— 
) (रड) 
sinA—sin B = gel =g A 2 
2sin A cos B = sin (A+B)+ sin (A-B) 
2cos A sin B = sin (A +B) -sm (A- gT 
2005 A cos B = cos (A+ B) + ९05 (A- ) 
2sin A sin B = cos (A — Bp) — cos (A + B) 
+यदि ^ चतुर्थांश 1 या H में स्थित है 
क T = - COSA 2 
sn च 2 |_ यादि À चतुर्थांश गया N में स्थित Š 
2 
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A में 
aa + यदि — चतुर्थांश 1 या IV में स्थित है 
1-- ९05. दि 2 Ë 


ç A 
(xxiv) पत्त =+ | 


2 - यदि ` चतुर्थांश ग या HI Š स्थित है 
A र्थाश में 
E= --यदि > चतुर्थांश] या ता में स्थित हे 
(xxv) tan— = TPCA. A 
2 FROS - यदि > ततुर्थांश 1 या N में स्थित है | 


18° के कोण के त्रिकोणमितीय फलन 
मान लीजिए 6 = 18° है। तब, 20 = 90° - 30 


अतः, sin 29 = sin (90° — 39) = cos 30 
या sin 28 = 40097 6 - 3205 0 | 
क्योंकि cos 9 # 0, इसलिए 


2sin 9 = 4c05°0-3 = 1-45in?0 या 4sin?0+2sin 0-1 =0. 


-2+\4+16 _-1+N5 


अतः , in0= 
sin 8 4 


क्योंकि 0 = 18° है, इसलिए sin 9 > 0, ÈI अतः, sin 18° = NEE =. 


4 
साथ ही, cos18° = Ji- sin? 18° - sin? 18° = j- 5 s = ja 10+ 25 
6 4 


अब, हम सरलता पूर्वक cos 36° और sin 36° का मान, निम्नलिखित प्रकार ज्ञात कर सकते हैं: 


cos 36° = 1 — 2sin? 18° = 1- रे _ 2+2४5 _ J5+1 


E 8 4 
5+ 
अतः, cos 36° = V. 
4 
साथ ही, sin 36° = VI —cos2 36° = | - ५0-2७ 
6 4 


3.1.9 त्रिकोणमितीय समीकरण 


किसी चर के त्रिकोणमितीय फलनों से संबद्ध समीकरण त्रिकोणमितीय समीकरण कहलाते हैं 
समीकरण सर्वसमिकाएँ कहलाती हैं, यदि वे अज्ञात कोणों के उन सभी मानों से संतुष्ट हो जाएँ, जिनके 


त्रिकोणमितीय फलन 39 


लिए वे फलन परिभाषित हैं। किसी त्रिकोणमितीय समीकरण के वे हल जिसके लिए 0 < 0 <2 7, 
उसका मुख्य हल कहलाते हैं। पूर्णाक # से संबद्ध वह व्यंजक जो त्रिकोणमितीय समीकरण के सभी 


हल दे, उसका व्यापक हल कहलाता ÈI 


त्रिकोणमितीय समीकरणों के व्यापक हल 
O यदि किसी कोण ७ के लिए, sin 0 = & हो, तो 9 = #7 + (-1)"०, n € Z, दिये हुए 


समीकरण का व्यापक हल देता है। À 
यदि किसी कोण ८ के लिए cos 0 = cos ७ हो, तो 0 = 2 nz = ०, n € Z, दिये हुए 


समीकरण का व्यापक हल देता है। 
यदि tan 0 = tan ८ या cot 0 = cot ७ हो, तो 0 = nt + G, n € Z, इन दोनों समीकरणों का 


व्यापक हल देता है। 

समीकरण sin? 0 = sin? ०, ९0528 = cos? & और tan20 = tan2 ०: में से किसी भी समीकरण 
को संतुष्ट करने वाला 6 का व्यापक मान 0 = nt ७ होता है। 

समीकरण sin 0 = sin o और cos 0 = cos a को युगपत्‌ रूप से संतुष्ट करने वाला 6 का 


व्यापक मान 0 = 2nr + e, n € Z है। 
a cos0 + b sin0 = c, के रूप के किसी समीकरण का हल ज्ञात करने के लिए, हम 6 = 


G) 
(i 
(iv) 
(9) 


(vi) 
है b 
r cosa और b = 7 sin o, रखते हैं, जिससे 7? = ०२ + ७? और tan 0 = A an होता है, इस 
प्रकार हम देखते हैं कि 4 cos0 + b sin0 = r(cos 0 cos œ + sin 0 . sin ७ ) = c, या 
c 
rcos(0-0)=¢ के रूप में परिवर्तित हो जाता है। और इसीलिए, cos (0-0) = , यह 


दी हुई समीकरण का हल प्रदान करताही 
व्यंजक Acos0 + 5510 के अधिकतम और न्यूनतम मान क्रमशः JA? + उ? और _ JA? + 8? 


हैं, जहाँ A और अचर È! 


3.2 हल किये हुए उदाहरण 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न (S. p z: तार को काट कर इस प्रकार मोडा जाता है कि वह 48 
उदाहरण 1 3 टया न्य he i a ४ अनुदिश स्थित हो जाए। अंशों (डिगरीस) में वह कोण 
cm (त्रिज्या) वाले एक के केंद्र पर अंतरित करता है। 

काटने पर, इसकी लंबाई .= 27 x 3cm = 67 


ज्ञात कीजिए जो यह छल्ले हक 
हल तार की त्रिज्या 3 था, दिया हुआ है। इसलिये छल्ले के रखा जाता है! यहाँ s = 6r cm 
cmi पुन: इसे 48 cm. त्रिज्या वाले एक वृत्ताकार चाप द्वारा वृत्त के केंद्र पर अंतरित 
चाप कौ लंबाई है तथा r=48cm वृत्त की त्रिज्या है। A 
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कोण 0 (रेडियन में) निम्नलिखित है- 


चाप 67 T 
= 225" 
त्रिज्या 48 . 8 


उदाहरण 2 यदि 0 के सभी मानों के लिए A = ८०४०७ + sini0 हो तो सिद्ध कीजिए कि 


6= 


<A<1है। 


हल हमें प्राप्त है: 4 = ८052 9 + sini 0 = cos? 0 + sin? 0 sin? 0 < cos? 0 + sin? 0 


अतः, A<1 + 


साथ ही, A= cos? 0 + sin‘ 0`= (1 — sin? 8) + sin 0 
2 2 
= (sin ०-5) (1-4) = (sin? = +Š > 2 
2 4 2) 4 4 
2 SA<] 
अतः, 4 s 


उदाहरण 3 .3 cosec 20° - sec 20° का मान ज्ञात कोजिए। 


हल हमें प्राप्त हैः 
3 1 
क ? DN eh Sl 3 
3 cosec 20° — sec 20° = —— क तत 
२3 ००७200 sin 200 a cos 20°— sin 20° 
= OE रा << ० ठ = 4 — O ——— 
sin 20°cos 20 2sin 20° cos 20° 
= 4| sin 60" cos 200- 0०5 60°sin 20% (क्यों) 
sin 400 


_ (sin (600209) _ जयो 
ल भ्‌ sin 400 ) डः (क्यों?) 


उदाहरण 4 यदि 6 दूसरे चतुर्थांश में स्थित है, तो दशाईए कि 


= sin 0 p= +sin0 s ह ही 
1+sin 0 —sin 0 
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हल हमें प्राप्त हैः 
नक sin 9 pr +sinð _ _l-sin0_ sinð P 1+sin 9 5 
ns I+sin क ना 1—sin 0 an sin” 0 fens sin“ 9 oo 


| cos®| क्योंकि प्रत्येक वास्तविक संख्या ९ के. लिंए 


Je = |५। होता है) 


दिया है कि 0 दूसरे चतुर्थांश में स्थित है। इसलिए, [cos 0| = — cos © (क्योंकि cos 0 < 0 है) 


2 
का अभीष्ट मान = — = —2sec9 
—cos 0 


tan 81° का मान ज्ञात कीजिए। 


अतः दिए हुए व्यंजक के 


tan 27° — tan 63° + 


उदाहरण 5 tan 9 
n 270 —tan 63° + tan 81 


हल हमें प्राप्त है; tan 90 - ta 
= tan 9° + tan 81° — tan 27° — tan 63 


0°- 9°) - tan 27° - tan (90° - 27°) 


tan 9° + ९0 9° — (tan 27° + cot 270." (1) 
2 
° —— <<v क्यों 
साथ ही, था? + cot 9° = sin 9° 059 sinl8 (क्यों?) (2) 
ss 2 2 क 
इसी प्रकार, tan27° + cot 27° = Gg 27° cos 27 ठा उक cos36° (क्यों?) (3) 
(2) और (3) का ()) में प्रयोग करने पर, हमें प्रा होता है 
1 2 2x4 2x4 4 


tan 9° — tan 27° — tan 63° + tan 81° = पाह का Fa FH 


0 
sec8 0 1 tan8 
सिद्ध कीजिए ५९०4 9 _] tan? 9 


उदाहरण 6 
हमें हैं 8००8 0-1 (1-0880) "2-5 ००५89) cos4 9 
हल हमें प्राप्त हैं: लया (07640) ००४४ 
i 4000--- 40 ००५40 


os8 9 2sin 20 


k 
"á 
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sin 40(2sin4 0 ००540) 
2cos8 0 sin? 20 


sin40sin8 0 f (क्यों?) 
20058 0 sin2 2 0 


_ 2sin20 cos2 0 sin8 0 
_ 20088 0ssin22 0 


_ tan80 (क्यों?) 
1812 0 
उदाहरण 7 sin 9 + sin 30 + sin 50 = 0 को हल कीजिए। 
हल हमें प्राप्त है: sin 0 + sin 30 + sin50=0 


या (sin 0 + sin 50) + sin 39 = 0 
या 2 sin 30 cos 20 + sin 30 = 0 (क्यों?) 
या sin 30 (2 cos 20 + 1) = 0 


इसलिए, sin 30 = 0 या 2८0529 +1 = 0 


जब sin 30 = 0, तो 30 = nz अर्थात्‌ 0 = F 


जब cos 20 = — 


Nl 


2n 2n Tt 
= cos — » तो 20 = 2nm + T अर्थात्‌ 8-4 A 
T 
इससे 0 = (31 + 1) 5 या 0 = (ॐ - 1) S प्राप्त होता है। 
0 के उपरोक्त सभी मान 0 = चा € 2. में निहित है। 


अतः, वांछित हल समुच्चय (0 : 0 = i „ne Zy है। 


उदाहरण 8 2 tan? x+ sec'x=2,0 <x<2m% लिए, हल कौजिए। 
हल यहाँ, 2 tan? x + se? x = 2 


v La 


जिससे tanx=+ > 


1 š r x m 
यदि हम tan x = E लेते हैं, Ar A at 


Sr 117 
पुनः यदि हम tanx= Fb 3 =. 


अत:, उपर्युक्त समीकरणों के संभव हल 


m TÚ और 117 है जहाँ0<< शा 


2 
6१) 6? 6 


x= 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A) 
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(क्यों?) 


(क्यों?) 


7 
3 — [ +cos eA का मान ज्ञात कीजिए। 
उदाहरण 9 (i +008 ) [ + ळग) 1 Laan” J 8 


36 roos $E) cos 
हल हम लिखते हैं: ( + cos] 1+cos 3 a : 


न) 


" 
|= 
T | 
_ 
l 
[e] 
° 
7] 
Ala 
a a 
P usq. 
es 
| 
© 
° 
छे 
v 
=| 
Nd 


I ॥ 
= ji 
a T 
t — 
| 
$ ° 
9 © 
ko: > 
+ I 
कान. रचे 
" ल्ल 
+ 
के | 5 £ 
zs 2 
= 
' >।ने 
- aes : 
Sle 
~~ 
" 
o | — 


उदाहरण 10 यदि cos 0 =y ९०३ (९५ 4 


ज्ञात कीजिए। 


(क्यों?) 


(क्यों) 


(क्यों?) 


47 हो, तो) + yz + = का मान 
= )=z cos (0+ 3 ) हो, 


) 
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हल ध्यान दीजिए कि २) + yz + ze = xyz Ë yla d 


x y z 


यदि हम x cos 0 = y cos (9+ = ) = z cos [+ £) k (मान लीजिए) रखें 


तो £= s$ Y= आहत आडवी और z= — होगा। 


saq « 11.1. n Ë 0+cos (o + 2z) +cos (o + | 


1 
— [cos 0 + cos 0 cos 2n —sin 0 sin en 
k 3 3 


4 
+ Cos 0 cos F —sin 0sin = ] 


n Ë 9+cos0 (—)— ४3 


sin0— n cos 0 | < J cos 0 (- 3) sin0 | ४3 ) क्यों?) 
1 


—x0=0 
k 


अतः Xy + yz + zx = 0 
उदाहरण 11 यदि ८ और B समीकरण a tan 0 + b sec 0 = c के मूल हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 


“ 


2ac è 
tan (a + B) = ठल है। 


हल हमें दिया हैः atand+bsecd=c या asind+b=c cos 9 
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0 
2tan 2 1— tan? पि 
सर्वसमिकाओं, sin 0 = गमकः आरै ८०५0 = त्र्य का प्रयोग करने पर, 
+t 1+ tan? > 


20 8 
(b+c) tan“ 2 + 2a tan 5 +b-c=0 


या 
उपरोक्त समीकरण tan . में एक द्विघात समीकरण है और इसीलिए tan = और tan E इस समीकरण 
के मूल हैं। (क्यों?) 
a B 24 ib Ra 
इसलिए tan P + tan > < =a और tan = tan SEE है। (क्यों?) 
आए tan 
क £ (2 š e) a अ. 
10% 1—tan — tan > 
2 2” 
—2a 
0100 कया 724 _-a 
हमें प्राप्त होता हैः ष्ण of 3 है 7 9-6 7 205 8 s K) 
b+c 
+B 
2tan——— 
की) 2 कै 
= प्रयोग से, 
पुनः, एक अन्य सर्वसमिका tan 2 ( 2 क वक B 
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हमें पराप्त होता हैः  tan(o +B)= = 2 


वैकल्पिक रूप से, a 1818 + b sec 0 = c 

= (a 010 — c} = b’(1 + tan2 0) 

> 47 tan2 0 — 2ac tan 0 + 22 = b + b° tan?’ 80 

= (a? — b?) था? 0 — 2ac tan 84८2-00 ... (1) 
क्योंकि tan ८ और tan B समीकरण (1) के मूल हैं, इसलिए 


2 
ë —P 


a2 — b2 


2ac 
बन b? 


और tan a tan B = 


tan & + tan BË = 


tan æ + tan B 
अतः, tan (0+ B) = 


1—tano tan 
2ac 

I 

47-४१ 2ac 
८१-४७ ac? 


a =b? 


उदाहरण 12 सिद्ध कीजिए कि 2 sin? + 4 cos (et + B) sin œ sin B + cos 2 (o. + B) = cos 20 


हल LHS = 2 sin? B + 4 cos (ot + B) sin ० sin B + cos 2(0. + B) 
= 2 sin? B + 4 (cos © cos B — sin ० sin B) sin ० sin B 
+ (cos 20 cos 28 — sin 20 sin 28) 
= 2 sin? B + 4 sin o; cos ७ sin B cos 3-4 sin? ० sin? B 
+ cos 20 cos 2B — sin 20 sin 2B 
=2 sin? B + sin 20 sin 28 — 4 sin? & sin? B + cos 20 cos 20 - sin 
20 sin 20 
= (1 - cos 28) - (2 sin2 0) (2 sin2 B) + cos 20. cos 28 (क्यों?) 
= (1 - cos 28) - (1 — cos 20) (1 - cos 28) + cos 20. cos 28 (क्यों?) 
= cos 20 = R.H.S. 
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उदाहरण 13 यदि कोण0को ऐसे भागों में विभाजित किया जाता है कि एक भाग का tangent दूसरे 
भाग के tangent का गुना है, तथा इन भागों का अंतर $ है, तो k. 


सिद्ध कीजिए कि sin 0 = kil sin $ 


हल मान लीजिए कि 0 = o + B तब, शा ९ = ktanB 


या tana _ k 

tup 1 
योगांतरानुपात (componendo and dividendo) का प्रयोग करने पर, हमें प्राप्त होता है, 
tana+tanßp _ kt 1 


tang — tan B ति 

i i k+1 
i sin œ cosB + cos & sinB nL क्यों 

-ing cosp — cosa sinf k-1 (क्यों?) 

रात sin (+ B) k+1 क्यों 

मुथा sin(a)  k-1 (क्यों?) 
०-१0 और ०+ 5 9 दिया है। अतः, 

sin k+l Š k+1 

ह Ó = or sin i sin ९ 


उदाहरण 14 3 cos 0 +sin 8 = 2 को हल कीजिए। 


हल दिये दिए समीकरण को 2 से भाग देने पर 


NEJ T 
=a =— os—cos0+sin—SIn 0=cos 
2 cos0+—sin8 P या cos ó 6 तर 


ग ग _औ s. m 
या ष्ट _ ) =cos या ०७० r) cos (क्यों?) 
... 
अतः, इस समीकरण के हल 0=2mRi 6 
अतः, 0 का मान हैः 
ST T 


n T n T + 5 था 022m- 
9 = 2077 + पद या g=2m पु अर्थात्‌ 8320४ ३ eso 
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वस्तुनिष्ठ उदाहरण (MCQ) 
उदाहरण 15 से 19 तक प्रत्येक में, दिए हुए चारों विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए: 


= 
उदाहरण 15 sta 0 = उ है, sin 0 है 


a iog -4 4 
(A) 8 ç नहीं (8) — या य 

4 . 4 नहीं इनमें नहीं 
( उ w नहीं (0) इनमें से कोई नहीं 


हल सही विकल्प (B) है। क्योंकि tan 9 = = ऋणात्मक है, इसलिए 6 या तो दूसरे चतुर्थाश में है 
या चौथे चतुर्थांश में है। इस प्रकार, sin 9 = $ यदि 6 दूसरे चतुर्थांश में स्थित है या 


sin 0 = | = , यदि 6 चौथे चतुर्थांश में स्थित है। 


उदाहरणा 16 यदि sin 9 और cos 0 समीकरण ax? - bx + c = 0 के मूल हैं, तो ०, ? और ८ 
निम्नलिखित संबंध को संतुष्ट करते हैं: 


(A) a+ b+ 2ac = 0 (B) a - 9? + 2ac 5 0 
(९) a+ è + 2ab = 0 (D) œ -b - 2ac = 0 
हल सही विकल्प (B) है। दिया है कि sin 0 और cos 0 समीकरण ax? — bx + ८ = 0 के मूल èl 
b . ë 
इसलिए, sin 0 + cos 0 = — और sin 0 cos 0 = — (क्यों?) 
a 
सर्वसमिका (sing + cos 9) = sSin20 + ०0520 + 2 sin 0 cos 9 का प्रयोग करने पर, हमें प्राप्त होता हैः 
b? 2c 
— =l +— या ८? — b2 + 2ac = 0 
a a 


उदाहरण 17 sin x cos x का अधिकतम मान है: 


(A) 1 (8) 2 © २2 (0) : 


हल सही विकल्प (D) है, क्योंकि 
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1 1 
sinx cosx = ç sin 2x < ठु? क्योंकि |आ 2x | S 1 


उदाहरण 18 sin 20° sin 40° sin 60° sin 80° का मान š 


Ay = (B > © = l 

(Q) 16 ) 16 ) 16 ©) 16 
हल सही विकल्प (C) है। वास्तव Ñ, sin 20° sin 40° sin 60° sin 80° 

FC 20°) sin (60° + 20°) Gs sin 60" 5 

n 20° sin (60° — 20°) sin (60° + 20°) ( sin 60° = A ) 


=— Sl 


2 
3 š: ë aa ° Fi o 
sin 20° (sin 60° — sin? 20°) (क्यो?) 


=— 


3 3 
= ४2 sin 20° i - sin? 20°] 
N 1 E थी 
x x — [3sin 20 — 4sin’ 20°] 

2 4 


४, : (sin 60°) 


5 
nashe 
=g— ल y — == =s 


(क्यों?) 


4 87 
ह.य + = m मान है; 


उदाहरण 19 cos 5 
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५. अ 2x AT हग 
sın — cos— cos — cos — 


on 3 5 5 5 (क्यों?) 
5 
1 . 4n 4n 87 
TST cos— cos — बडे 
4sin— 5. 5 5 ` (क्यों?) 
5 
1 8x 8r 
= sın — cos — m 
8sin न 5 5 (क्यों?) 


sin य्य अऊ) 3r+ Æi 
= S जक 5 


l6sin” J6sin Z 
5 5 


(क्यों?) 


16 


उदाहरण 20 यदि, 3 tan (9- 15°) = tan (9+15°),0° < 6 < 90" है, तो 6 = है। 
हल 319 (9- 15°) = tan (8 + 15°) को इस रूप में लिखा जा सकता है: 


tan(0+15°) _3 
tan(0—15°) 1 


हमें tan (0+15°) + tan (9 —159 _ 
योगांतरानुपात के प्रयोग से हमें प्राप्त हुआ tan (9+15°)—tan (0 —15°) ` 


sin (9+15°) cos (9—15°) +sin (9—15°) cos (9+15°) A 
sin (9+15°) cos (9—15°)—sin (9—15°) cos (9+15% 


= S028 _ 0 अर्थात्‌ sin20=1 (क्यों?) 
sin 30° 
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इससे 9-2 
4 
बताइए कि निम्नलिखित कथन सत्य हे या असत्य। अपने उत्तर का औचित्य दीजिए। 


उदाहरण 21 “असमिका 20 + 2००० > ,'- छू 0 के सभी वास्तविक मानों के लिए सत्य है।” 


हल सत्य। क्योंकि 2५" और 2९०० धनात्मक वास्तविक संख्याएँ हैं, इसलिए इनका समांतर माध्य 
(A.M.) इनके गुणोत्तर माध्य (G.M.) से बड़ा या उसके बराबर होगा। अतः, 


sind 2५% 0 Ne 
> (थे 2% ००59 =: 2sin0+cos8 


sin 0@+cos 0 e. l s á 
- — लक ita bas °] 


. {7 
I< CE) <1 होता है, इसलिए हमें प्राप्त हैः 


क्योंकि 
sind , 00०50 =l 
इसलिए, - प 2 > 20 = 2000 | 20०० > 2 फ 
स्तंभ C, में दिए प्रत्येक प्रविष्टि की स्तंभ €, में दी गई प्रविष्टियों से मिलान कीजिए: 
उदाहरण 22 
C, C, 
I]—cosx z 2X 
(a) sin x 9, < Z 
I+cosx न z 
6088 cot — 
®) - Tra u 
m 1+cosx Gü) |cosx+sin x 
c ° 
sin x 
x 
(iv) tan 2 


@ isin 
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हल 
E x 
आ 2sin 5 द 
(9) ——— = — = tan — 
sinx म,” x 2 
2sin—cos— 
2 2 


अतः, (a) का सही मिलान (iv) से होगा, जिसे (a) o Giv) से व्यक्त किया जाएगा: 


(6) य 2 = हें हे अतः (0) का सही मिलन) से हो, अव्‌) ८१6) 


I-cosx 2sin 


l+cosx > 
(©) —— = —— Ty = ०0 > है। 


Sin x AE 1 x 
पप 2sin —cos — 
2 2 


अतः, (c) का सही मिलान (1) से होगा, अर्थात्‌ (८) €+ Gi) है। 


(d) J/lFsin2x = १२४५००७४५2 ळय X+CoS“ x+2sin xcosx 
= JGinx+cosn)2 x+cos x)? 


= |sin x+cos x) 


अतः (d) का सही मिलान (#) से हागा। अर्थात्‌ (त) o 6) है 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न 
tanA+secA—-1 I+sinA 
कि —r a — 
1. सिद्ध कीजिए A-—secA+1 cos A 
Ha E 
2. यदि "0-5 है, तो सिद्ध कीजिए कि २९०७५४८ थी के बराबर है! 
I 1+९008 0+ भा] 0९ l+sine 
1-coso+sind lI-cosa+sine 1+ cosa+sine | 
संकेत: कीजिए: —— = S ० 11000+आ16 
| ३3७७५ Ë I+sino l+sin& 1+coso+sin o, 


m+n 


3. यदि m sin 0 = n sin (0 + 20) है, तो सिद्ध कीजिए कि tan (9 + 0०) cot a = 5 


11. 


12. 


त्रिकोणमितीय फलन 53 


संकेत in (0+2 
[संकेतः sin (9४20) _ mt लिखकर योगांतरानुपात का प्रयोग कीजिए] 


sin ð n 
4 5 
यदि cos (९+ B) = उ और आं। (७-0) = ç Š; जहाँ ०, 0 और ] के बीच स्थित है; तो 


18120 का मान ज्ञात कीजिए। 
[संकेतः tan 2 ७ को tan (ot + B + o — B) के रूप में व्यक्त कीजिए। ] 


b Es = 
यदि tan x = = है, तो ap yap का मान ज्ञात कौजिए। 


a+b 


s l: 
सिद्ध कीजिए कि ८०9 cos — — cos30 cos > = sin 70 sin 80 Š! 


i m 9 90 P 
[संकेतः L.H.S. = Ç [20059 cos 2-2 cos30 ors ] के रूप में व्यक्त कीजिए। ] 
यदि a cos 0 + b sin 0 = m और a sin 0 — b cos 0 = है, तो सिद्ध कीजिए कि ८? + ७२८ 
m+n है। 


tan 22°30 का मान ज्ञात कौजिए। 


[संकेतः मान लीजिए कि 0 = 45" है। 


. 0 RC) 
sin— 2sin त cos ड sine 
अतः tan = = क = क का प्रयोग कीजिए॥] 
cos 5 20057 — +cos 0 


सिद्ध कीजिए कि sin 4A = 4sinA cosšA — 4 2059. sin?A है। 
897 हो, तो सिद्ध कीजिए कि m-re = 4sin tan है। 


यदि {10 + sin0 =m और tan0 — sin 
है। n — n? = (m + n) (m-n) का प्रयोग कौजिए] 


[संकेत:॥14-॥ = 2tan0, m-n 2 sind 
p+q 
+B)=p औरtan (A— B) 54 है, तो सिद्ध कीजिए कि tan 2 À = नर ही 


pq 
) का प्रयोग कौजिए] 
8 है, तो सिद्ध कीजिए कि cos 20 + cos 28 = - 2005 


यदि tan (^ 


[संकेतः 2A = (A + B) + (A-B 
यदि cosa + cosB = 0 = sing + sin 


(œ+ B) है। 
[संकेतः (cosa + cosp} - (sina + sin)? = 0 है।] 
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13. यदि 


14. 


15; 
16. 
17. 
18. 


19. 


sin (x+ y) _atb है, तो सिद्ध कीजिए कि tanx_a है। 
sin(x—y) a-b i tany b 


[संकेत: योगांतरानुपात का प्रयोग कीजिए।] 


यदि [810 = ASR है, तो सिद्ध कीजिए कि कि sino, + cosa = ९2 ९०५७ है। 
sin + cos G 
संकेत T T 
[संकेत: व्यक्त कीजिए: tan 0 = tan (० - 4 => 050- त्र ] 
यदि sin0 + ८०50 = 1 है, तो 9 का व्यापक मान ज्ञात कीजिए। 


l | व्यापक 
समीकरण tang = —1 और cos0 = T को संतुष्ट करने वाले 9 का उभयनिष्ठ व्यापक मान 


ज्ञात कीजिए। 
यदि cot 6 + tan 0 = 2 ८०४९८ 0 है, तो 0 का व्यापक मान ज्ञान कीजिए। 
यदि 25120 = 3८059 है, जहाँ 0 < 9 < 27 है, तो 0 का मान ज्ञात कीजिए। 


F T 
यदि secx cos5x + 1=0 है , जहाँ 0 < x < 2 हे , तो का मान ज्ञात कीजिए। 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (LA) 


20. 


21. 


22. 


23. 


यदि sin (9 + ०) = a और sin (9+ B) = b है, तो सिद्ध कीजिए कि cos 2(७- P) - 44 
ws (0-f)= 1-22-20 है। 
[संकेतः cos (a — B) = cos {(9 + ०) - (9 + B) लिखिए} 


I-m 


यदि cos (9 + ५) = m cos (9 - $) है, तो सिद्ध कीजिए कि 1910२ coth È! 


I+m 


[संकेतः ००७(9+7) _ m 3 रूप में व्यक्त कर योगांतरानुपात का प्रयोग कीजिए।] 
८08 (0-70) 1 


ह; 3T 2 T 
व्यंजक 3 [sint (7 ` ९) + sin’ (ST + 00] — 2 [झिंग (— + ०) + sin‘ (Sr — ०)] का 
मान ज्ञात कीजिए। 


यदि ८ cos 20 + b sin 20 = c के मूल ० और B हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 


2b 


tano, + tan B = Fe है। 


24. 


26. 


27. 
28. 


29. 
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pop Ita’ a 2tan0 

[संकेतः सर्वसमिकाओं cos 20 = क] वक कः और sin 20 = | RE का प्रयोग कीजिए। ] 
x= sec 0 — tan 0 और) = cosec $ + cot है, तो सिद्ध कीजिए fpay+x—y+1=0% 
[संकेत: Find xy + 1 ज्ञात कीजिए और फिर सिद्ध कीजिए कि x, y = — (xy + 1) है।] 


` यदि प्रथम चतुर्थांश में स्थित है तथा ८०७9 = Z है, तो 


cos (30° + 9) + cos (45° — 0) + cos (120° — 9) का मान ज्ञात कीजिए। 


š व 4 31 457 an 
व्यजक ०९08 go” Chad ड रेन Fs का मान ज्ञात कीजिए। 


[संकेतः व्यंजक 2 ( cos" 1 +cos* i ) 


क्र (o cos? T j —2cos2 cos? z| के रूप में 
° ; ह प में सरल कीजिए। 
समीकरण 5८0520 + 7sin°0 — 6-0 का व्यापक हल ज्ञात कीजिए। 
समीकरण sinx — 3sin2x + Sin3x = cosy— 3cos2x + cos3x का व्यापक हल ज्ञात दाधा 
समीकरण (५/3 - 1) ००७9 + ( B + 1) sin0 = 2 का व्यापक हल ज्ञात कीजिए। 


२5 + 1=r cosa रखिए, जिससे tano: = tan ( EE 
4 


[संकेतः ५3 - 13 r sino, 
6 


T 
a= प्राप्त होता है।] 
1177 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


प्रश्‍न 3 
30. 


31. 


0 से 59 में, दिए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए (M.C.Q). 


2, तो sin2 0 + cosec20 बराबर है- 

(A) 1 (B) 4 

© 2 (0) झनमें से कोई नहीं 

यशही नक B) 10031 
B x) = 

TI i 

[संकेतः AM2 GM] 


यदि sin 0 + ९059८ 95 


y + sec? x है, तो 
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1 1 
32. यदि tan 0 = > और tan $ = र है, 0 + का मान Š 


a) = (B) x (O) 0 (D) + 


33. निम्नलिखित में से कौन सही नहीं है? 


(A) झ0-- ड (B) cos0=1 
1 
(C) sec 0 = > (D) tan 0 = 20 
34. tan 1° tan 2° tan 3° ... tan 89° का मान है- 
(A) 0 (B) 1 © ; (D) परिभाषित नहीं 
21<० 
35. = a का मान है- 
1+191 15 
e 3 
(A) 1 (B) ४५३ © © त्र (D) 2 
36. cos 1° cos 2° cos 3° ... cos 179° का मान है- 
1 , 
— 0 E ~ स 
(A) B (B) (C) 1 D) 1 
37. यदि (३7 8-3 है और 6 तीसरे चतुर्थांश में स्थित है.तो sin 8 का मान है- 
1 ad -3 . ES 
(A) To ®) Jo (० 7 ©) Jo 
38. tan 75° — cot 75° का मान है- 
(A) 2283 (B) 2+ (© 2-43 (D) 1 


39. निम्नलिखित में से कौन सही है? 
(A) sin1° >sin 1 (B) sin1°<sin1 
1... <. 
(C) sin1°=sin1 (D) sin1° = Tgog sin1 


Ea: 1 रेडियन = 180° _ 57030 लगभग] 
T 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


: 48. 
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यदि tan ८ = —— और tan B = 1 है, तो 
ल = myi है” l ०+ B बराबर है- 


& ठ ७) $ (© 5 z 
2 š ) 6 (D), — 
3 cosx + 4 sinx + 8 का न्यूनतम मान है- : 
(A) 5 (B) 9 (© 7 (0) 3 
tan 3A — tan 2A — tan A बराबर है- 
(A) tan 3A tan 2A tan A i (B) —tan 34 tan 2A tana 


(C) tan A tan 2A — tan 2A tan 3A —tan 3A tan A (D) इनमें से कोई नहीं 
sin (45° + 0) - cos (45° — 0) का मान है- 


(A) 2 cos0 (B) 2sin0 (O) 1 (D) 0 
T T 

cot ($ +6 Jeor ( 3g ) का मान है- 

(A) = B) 0 (लो. 1 (D) परिभाषित नहीं 

cos 20 cos 29 + sin? (0 — ¢) - sin? (9 + ¢) बराबर È- 

(A) sin 2(9 + 0) i (B) cos 2(0 + ¢) 


(C) sin 2(0 - ¢) (D) cos 2(0 - ¢) 
सिंकेत: sin? A — sin? B = sin (A + B) sin (A — B) का प्रयोग कीजिए॥] 
cos 12° + cos 840 + cos 156° + cos 132° का मान है- 

1 


1 o 
(& 5 (छ) 1 (©) 3 (D) - 
यदि tan 4 = र , tan B = ; है, तो tan (2A + B) का मान बराबर è- 
(A) 1 (B) 2 (८) 3 (D) 4 


n . 13 š x 
in— sin का मान 6- 
sin T sin 10 


1 
1 -— E) — 
७) 5 (9) = (© (D) 1 
ži 1 प्रयोग कीजिए।] 


४5-1 a 
सिंकेत: sin 18° = E और cos 36 
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49. sin 50° — sin 70° + sin 10° का मान बराबर È- 


1 
(A) 1 (B) 0 © 7 (Dy 2 


50. यदि आ] 0 + cos 0 = 1 है, तो sin 20 का मान बराबर È- 


1 
(A) 1 (8) 7 (0) 0 (D) -1 


51. यदि ७+ 15 z है, तो (1 + tan ०) (1 + tan B) का मान बराबर है- 


(A) 1 (B) 2 
(©) -2 (D) परिभाषित नहीं 
52. यदि sin 9 = = है और 6 तीसरे चतुर्थांश में स्थित है, तो cos ; का मान बराबर है- 
1 1 1 -L 
(A) 3 (B) -Fo © पडू ©) Jo 
53. अंतराल [0,27] में स्थित समीकरण tan x + sec x = 2 cosx के हलों की संख्या है- 
(A) 0 B) 1 * , (O) 2 (D) 3 


- हट nm . 2m, . ST 
sn in— — +SIn — "आ 
54. sin- ६1१०८ tsin ig का मान निम्नलिखित हैः 


T AT 
A) sin— +sin— B) 1 
(A) sng ting (8) 


T 3 
C —+ÇC0S — 
(C) cos हि F 


यदि & दुसरे चतुर्थांश में स्थित है तथा 3 tan À + 4 = 0, तो 2 cotA - 5 cos A + sin ^ की 


Ç=. = 3 
(D) cos—+sin— 
9 9 


55. 
. मान है- 
-53 = a ॐ 7 
Ao (B) io © To D) i 
56. cos? 48° — sin? 12° का मान है- 
J5+1 अन्य 
(A) क w (B) E 


=- 
Š “a 


a 


59, 
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J5+1 V5+1 
D T 
5 ७) ल 
[संकेत : cos? A - sin? B = cos (A + B) cos (A — B) का प्रयोग कीजिए।] 


1 1 
यदि tan o= > Š और tan B= 3 , तो cos 20 बराबर है- 


(A) sin2B (B) sin4B (C) sin3B (D) cos 2B 


a 
यदि tan 0 = 5 है, तो ७ cos 20 + a sin 20 बराबर Š 


a 
(A) a (B) b (©) ह D) इनमें से कोई नहीं 
यदि x की सभी वास्तविक मान के लिए, cos 0 = x+ > है, तो 
(A) 0 एक न्यून कोण है (B) 9 एक समकोण है 


(C) 9 एक अधिक कोण है (0) 9का कोई मान संभव नहीं है 


प्रश्‍न संख्या 60 से 67 तक में रिक्त स्थानों को भरिएः 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 
66. 


Sin 50° का मान है। ' 
sin 130° 


ST 
यदि k = sin [s þin [ T Jin ( 18 J है, तो k का संख्यात्मक मान है। 


1-० 
= तो tan 2A = 
atan ^= sin B 


तो 


यदि sin x + cos x = ॐ ys 
i) sinf x + cosi x= ii)| sin x — cos x | = 
k त्रिभुज ABC, जिसमें ZC = 90° के लिए वह समीकरण, जिसके मूल 181 A और 


tan B Š होगा। 


[संकेतः A+ B= 90° = tan 


A tan B = 1 और tan A + tan B= (271 


न AE z 
3 (sin x — cos 2 + 6 (sin x + cos x)? + 4 (sin° x + cos paaa 
«> 0 दिया रहने पर, fæ) = 3 cos Jay maan. के 32. के Pl SISI में स्थित हैं। 
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` 67. फलन = Ja sin x+ cosx के आलेख पर स्थित किसी बिंदु की -aa से अधिकतम दूरी 


है। 


प्रश्‍न 68 से 75 तक प्रत्येक में बताइए कि कथन सत्य है या असत्य, साथ ही इसका औचित्य भी दीजिए 


68. 


69. 
70. 


71. 
72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


1- cos B 
af tan A= —— है, तो tan 2A = tan B 
sin B 
समिका sin A + sin 2A + sin 3A = 3 के कुछ वास्तविक मानों के लिए सत्य है। 
sin 10°, cos 10° से बडा है। 


2n 4r 8m 167 _ 1 
cos — cos — cos — COS — = — 
5 56 IS 15 16 
9 का एक मान, जो समीकरण sint 0 — 2sin2 0 — 1 = 0 को संतुष्ट करता है, तथा 0 और 2; 


के बीच में स्थित होता है। 
T 
यदि cosec x = 1 + cot x, तो x = 2nT, 2nT + A 


यदि tan 0 + tan 20 + y3 tan 0 tan 29 = ५३. तो pa 
यदि t 0) = cot (r sind है, तो ०७ -ई) न रडे 
an (r 2050) ( ) A s 


निम्नलिखित में स्तंभ C, में लिखे प्रत्येक व्यंजक को स्तंभ €,में दिए सही उत्तरों से सही मिलान 
कौजिए: 


C, Cc, 

(a) sin (x + y) sin (४-८ y) (i) cos2 x - sin? y 
„ l-tan9 
(b) cos (x + y) cos (x — y) (ii) 
T . . l+tan@ 
(c) cot (5+0) fe 

T की a Si 
(व) tan| 4 +0 (iv) sin’ x- sin’ y 


— © —GIIIua=—=— — 


अध्याय 4) 
गणितीय आगमन का सिद्धांत 


4.1 समग्र अवलोकन (Overview) कथो 
गणितीय आगम एक तकनीक (technique) है जिसका प्रयोग विविध प्रकार के गणितीय BT 
सूत्रिकरण करने में किया जा सकता है, जो » के पदों में सूत्रबद्ध हों, जहाँ n एक धन पूर्णाक Š! 


4.1.1 गणितीय आगमन का सिद्धांत (The principle of mathematical induction) 
मान लीजिए कि प्राकृत संख्या n (धन पूर्णाक) से संबद्ध, P(n) एक प्रदत्त कथन इस प्रकार है कि, 
6) ॥=1 के लिए कथन सत्य है, अर्थात्‌, (1) सत्य है। (अथवा कथन किसी निश्चित प्राकृत 
संख्या के लिए सत्य है) और i 
Gi) यदि कथन# = के लिए सत्य है, तो कथन#-/+ 1 के लिए भी सत्य है (जहाँ ८ एक 
विशेष किन्तु स्वेच्छ प्राकृत संख्या है), तो कथन Pen), सभी प्राकृत संख्याओ के लिए सत्य है। 


4.2 हल किए हुए उदाहरण 
संक्षिप्त (लघु) उत्तरीय प्रश्न 

गणितीय आगमन के सिद्धांत का प्रयोग करके, उदाहरण 1 से 5 तक में दिए कथनों को सिद्ध कीजिए 
meN. 

उदाहरण 1 1+3+5+..+(n- 1)=7? 

हल मान लीजिए कि दिया कथन PG) ही अत:7(0) : 1+3+ 5 +...+ (४-1) = m, सभी ne N$ लिए, 


नेट कीजिए कि P(D सत्य है, क्येंकि 
९(1) :1 5 Ë 


मान लीजिए कि किसी k e N के लिए ?(#) सत्य है, अर्थात, 


=k + (2k * 1) (क्यों?) 
=P +2k+1 = (k + 77 
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अतः जब कभी P) सत्य है तब, P(k +1) भी सत्य है 
अतएव गणितीय आगमन के सिद्धांत द्वारा 7७), सभी n € N के लिए सत्य है। 


n- -1 +1 
उदाहरण 2 सभी प्राकृत संख्याओं #22 के लिए सिद्ध कीजिए कि S+) न शिसे 
t=1 


हल मान लीजिए कि सभी प्राकृत संख्याओ n > 2 के लिए कथन P(n) निम्नवत प्रदत्त है। अर्थात्‌ 


Pn): Fiat) (४-1) (४+1) सभी प्राकृत संख्याओ n > 2 के लिए। 
t=] 3 


' हम देखते हैं कि, 
2-1 1 1.2.3 
व s Ri 
P(2): न +1) 210 +) 51.2 = 


_ 2.(2-1) (211) 
Ë 3 
अतएव P(n), n = 2 के लिए सत्य है। 
मान लीजिए कि किसी n = k e N के लिए 7७) सत्य है। 
= k(k-1)(k+1) 
अर्थात्‌ P(k) : > t(t+1) = — न्यत 


अब P(k + 1) का सत्य सिद्ध करने के लिए, हम देखते हैं कि 


आया 5 k 
Cy (1) = 7041) 
t=1 


t=1 


z k(k—D(k+1 
मर Y anda) =k) 


—1+3] _k(k+D(+2 
= k(k य] AUS 


= 3 


1) भी सत्य है। 


अतएव जब कभी 700 सत्य है,P(६+ 
से सभी प्राकृत संख्याओं n > 2 के लिए, P(n) सत्य है। 


अतः गणितीय आगमन के सिद्धांत 
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उदाहरण 3 सभी प्राकृत संख्याओं ॥>2 के लिए, I EA A ma mi 
DF 3 n 2n 


हल मान लीजिए कि प्रदत्त कथन (1) है, अर्थात्‌ सभौ प्राकृत संख्या # > 2 के लिए, 


136 1 DEZ 
P(n) H hH) 2n 
हम देखते हैं कि P(2) सत्य है, क्योंकि 
1 1 23: 21 
न = 4 4 2x2 
मान लीजिए कि किसी k e N के लिए १0) सत्य है, अर्थात, 


ya 3 Lj Er 
P(k) : (०5) ग 


अब P (k + 1) को सत्य सिद्ध करने के लिए हम देखते हैं कि, 


1 

(-#) कय 
shill 1 p 2k _(k+D+1 

2k | = = Zk(k+D) 2(k+) 
अतएव जब कभी P (9 सत्य है ?(& +1) भी सत्य है। 
अतः गणितीय आगमत के सिद्धांत से सभी प्राकृत संख्याओं n > 2 के लिए, P(n) सत्त है। 
2०- 1 संख्या 3 से भाज्य है। : 
प्रदत्त कथन P(n) है अर्थात्‌ P(n): 2”--1, संख्या 3 से भाज्य है (सभौ प्राकृत 
देखते हैं कि, ?(1) सत्य है, क्योंकि 

2-1=4- 1 =3.1 जो संख्या 3 से भाज्य है। 

किसी प्राकृत संख्या (के लिए P(n) सत्य है, अर्थात्‌ 
भाज्य है, अर्थात्‌2*-1 = 3१ जहाँ q € N अब P(k + 1) को सत्य सिद्ध 


उदाहरण 4 


हल मान लीजिए कि 
संख्या # के लिए) हम 


मान लीजिए कि 
; से 
मा a 

करने के लिए हम देखते है gn 132 Epa 
p(k +1): 22% , 4-1 5 3.2" + (2-1) 


K `" y7 NA RD" प aa a T * - 
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= 3.2% + 3q 
=3 (2* + q) = 3m, जहाँ m € N 
तरव, जब कभी P सत्य है, P(k +1) भी सत्य है। 
अत: गणितीय आगमन के सिद्धांत से, सभी प्राकृत संख्याओं # के लिए, P(n) सत्य है। 
उदाहरण 5 सभी प्राकृत संख्याओं „ २३ के लिए 27 +1 < 2", 
हेल मान लीजिए कि Pe) प्रदत्त कथन है, अर्थात्‌ सभी प्राकृत संख्याओं #>3 के लिए 
700) : Qn + 1) < 2" हम देखते हैं कि P(3) सत्य है, क्योंकि ' f 
23+1=7<8=2 
मान लीजिए कि किसी प्राकृत संख्या k के लिए ?(#) सत्य है, अर्थात्‌ 2# + 1 < 2/ 
१+ 1) को सत्य सिद्ध करने के लिए, हमें सिद्ध करना है कि 20: + 1) + 1 < 2 
अब, 2k+TD+1=2k+3 ' 
२26+1+2<2/+ 2 < 2£ . 2 _ ती 
अतएव जब कभी ?(/) सत्य है, ?( +1) भी सत्य है। 
अतः, सभी प्राकृत संख्याओं n > 3 के लिए, गणितीय आगमन के सिद्धांत द्वारा P(n) सत्य है। 
दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A) 


Ë 
| 


उदारहण 6 किसी अनुक्रम ८,, ०, a,... को इस प्रकार परिभाषित कीजिए कि a =2,a 55 4, y जो 
सभी प्राकृत संख्याओं #>2 के लिए, 
G) अनुक्रम के प्रथम चार पद (terms) लिखिए। 
Gi) गणितीय आगमन के सिद्धांत का प्रयोग करके सिद्ध कौजिए 
अनुक्रम के पद, सूत्र ८, = 2.5 को संतुष्ट करते हैं। 
हल 
G) हम देखते हैं कि,८, = 2 
a, = 5a, , = 5a, = 5.2 = 10 
gE 56; | = 5a, = 5.10 = 50 
a, = 54, | = 5a, = 5.50 = 250 
Gü) मान लीजिए कि प्रदत्त कथन (7) है, अर्थात्‌, सभी प्राकृत संख्याओं के लिए 
P(n) : a, = 2.5 “हम देखते हैं कि, P(1) सत्य है। 
मान लीजिए कि किसी प्राकृत संख्या k के लिए PE) सत्य है, अर्थात्‌ P(O) : a, = 25-31, 
अब P (k + 1) को सत्य सिद्ध करने के लिए हम देखते हैं कि, 


ए कि सभी प्राकृत संख्याओं के लिए, 
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Pk +1):a,,,=54,=5. (2.5-3) 
"2.56 = 256+ 
अतएव, जब कभी P(k) सत्य है, P (k + 1) सभी सत्य है। 
अतः, गणितीय आगमन के सिद्धांत द्वारा, सभी प्राकृत संख्याओं के लिए, P(n) सत्य Š! 
उदाहरण 7 बीजगणित (algebra) के वितरण नियम द्वारा सभी वास्तविक संख्याओं ८, a, और ८, के 
2 के 
लिए, ८ (a, + 4,) = ca, + Ca, 
इस वितरण नियम तथा गणितीय आगमन का प्रयोग करके, सिद्ध कौजिए कि, सभी प्राकृत 
संख्याओं ॥ 22, के लिए, यदि c, ap ay a, वास्तविक संख्याएँ हैं, तो 
c (a, + a, + ... + a.) = ca, + ca, +.. + ca, 
हल मान लीजिए कि ?() प्रदत्त कथन है, अर्थात्‌ सभी प्राकृत संख्याओं #>2 के लिए यदि c, a, 
ay ty € R, तो P(n) : c (a, + a, + ... + a) = ca, + ca, + ... ca, 
हम देखते हैं कि PO) सत्य है, क्योंकि, 
c(a, + a) = ca, + ca, (वितरण नियम द्वारा) 
मान लीजिए कि किसी-किसी प्राकृत संख्या # के लिए P(n) सत्य है, जहाँ # > 2, अर्थात्‌, 
P(k) : c (a, + 4,+ ... + a) = ca, + ca, + ... + ca, 
अब P(k + 1) को सत्य सिद्ध करने के लिए, हम देखते हैं कि, 
P(k + 1) : c (a, +a, +. ta +a, J 
=c((a +a,+..+a)+a,,) 
=c (a, +ta,+..+a)+ca,, (वितरण नियम द्वारा) 
= ca, + ca, + ... + ca, + ca,,, 
अतएव जब कभी ?(/) सत्य है, (k + 1) भी सत्य है। 
अतः गणितीय आगमन के सिद्धांत द्वारा, P(n) सभी प्राकृत संख्याओं n > 2 के लिए सत्य है। 
उदाहरण 8 आगमन विधि द्वारा सिद्ध कीजिए कि सभी प्राकृत संख्याओं # के लिए, 
sin œ + sin (0 + B) + sin (o, + 2B)+ ... + sin (0, + (n — 1) P) 


Et 


a Fe p; 
आं(एक-ठ B)sin 2 


न 
हल मान लीजिए कि सभी प्राकृत संख्याओं # के लिए, P (n): sin o + sin (० + B) + 


sin (०+ 28) +... + sin (œ + (n — 1) 9) 
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कच 


` ४-1... 
sin (&+—— ß)sin| — 
( É B) > 


sin B 
É) 


हम देखते हें कि P (1) सत्य है, क्योंकि 


sin (&+0)sin b 

P (1): sino = "बार के 
sin— 
2 


मान लीजिए कि किसी प्राकृत संख्या k के लिए P(n) सत्य है, अर्थात्‌, 
P (k) : sin o + sin (0: + B) + sin (०+ 29) + ... + sin (o + (k - 1)B) 


snes Ds) 


sin (%+——ß)sin 


k *४) 
2 
अब? (k + 1) को सत्य सिद्ध करने के लिए, हम देखते हें कि, 
P (k + 1) : sin a+ sin (0: + B) + sin (o. + 2B) + ... + sin (œ + (k — 1) B) + sin (0: + kB) 
sinat psn) (e+ sin kp, 
+sin (o+kB) 
sin [5 ) 


आ[प Jing snl) 


sin| 0. ae B fsin Fp sin(o+kB)sin £ 


= ° B 


sin— 
2 


5 Hoos arep- JrcosoreB-5 joos ०६७] + व कन. cos ५॥-0 | "०७ ocr | 


2sin 
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(०-० | (००७०5) 


cos| «—— [cos arkB+P 
2 2 


í B 


2sin— 
2 
sin(a णऽ a kD in kB+B 
3 2 2 


Š B 


sin— 
2 


५७.१ aE sin (k+1) B 
3 2 2 
sin B 
2 
अतएव, जब कभी P (४) सत्य है,ए (k + 1) भी सत्य है। 
अतः गणितीय आगमन के 'सिद्धांत द्वारा, सभी प्राकृत संख्या n के लिए P(n) सत्य है। 
उदाहरण 9 गणितीय आगमन के सिद्धान्त द्वारा सिद्ध कीजिए कि सभी प्राकृत संख्या # के लिए, 
PRISA y E आत. वयले n!=(n+1)!-1 
हल मान लीजिए कि P(n) I कथन है, अर्थात्‌, सभी प्राकृत संख्याओं # के लिए 
P(r) :1%11+2%21+323! + tnx nl=(n+D!-1 


ध्यान दीजिए कि (1) सत्य है, क्योंकि 

z P(:1x1!=1=2-1=2!-1. 
मान लीजिए कि किसी प्राकृत संख्या k के लिए P(n) सत्य है, अर्थात्‌, 
P(k):1x1!+2x 21+3x3!+..+kxk!=(k+1)!-1 
P(k+1) को सत्य सिद्ध करने के लिए हम देखते हैं कि, . 
ए७+1):12% 11+2x2!+3x 3! +... + k x k! + (k + 1) x (k+ 1)! 
i =(k+1)!-1 + (k+ 1)! x (k + 1) 

=(k+1+1) k+ D!-1 


‘reer (k+2)! -1 
अतएव, जब कभी ? (0) सत्य हे? (k + 1) भी सत्य है। इसलिए, गणितीय आगमन के सिद्धान्त 
a ओं # के लिए, P (n) सत्य है। N 


द्वारा सभी प्राकृत संख्या १ 
उदारहण 10 गणितीय आगमन के सिद्धांत gra सिद्ध,कोजिए कि श्रेणी (sertes), 12 + 2 x 2? + 32 
42x445 42X6 के n पदों का योगफल S, निम्नलिखित प्रकार है, 
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n(n+1) 2 
2 


क यदि n विषम है 


, यदि # सम है 


nat? यदि # सम है 


हल यहाँ १७): $, = 
diii m (१1), यदि # विषम है 
a 


साथ ही ध्यान दीजिए कि श्रेणी का कोई पद ग, निम्नलिखित प्रकार है, 


_ | यदि n विषम ÈI 
d 27? यदि # सम है। 
हम देखते हैं कि P(1) संत्य है, क्योंकि, 
12 P+) 
2 2 
मान लीजिए कि किसी प्राकृत संख्या k के लिए ?(/) सत्य है, अर्थात्‌, 


दशा । जब # विषम है, तो #+ 1 सम है। इस. प्रकार 
P (k+ 1): $, || 5[17+ 22 27 +... +/2] + 2 » (६ +1) 


ए९(1) : $, == 1 


2 
Ae + 2 x (k + 1° 


(k+1) [K + 4( + 1)] (क्योंकि k विषम है, 1? + 2 x 22 


e + 4k + 4] 


1 
= Hiksa) (k + 1) [ER 


(k +1) 


अतएव, उस दशा में, जब विषम है, (६+ 1) सत्य Š, जब कभी 7९0 सत्य है। 


दशा 2 जब # सम है, तो k + 1 विषम है। 
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अब P(k+1):Sa 5 [D+ 2 x2 +... 5205041) 


2 
p ED} 
2 


2 
अ + (£+ 1)? क्योंकि k सम है, 12 + 2 ५ 2? + ... + 22 = i 


(k+1) (+2) _ (4D ((k+1)+1) 
p 2 क. कटक क्र 
इसलिए उस दशा में, जब k सम है,? (k + 1) सत्य है, जब कभी? (४ सत्य है। अतएव सभी 
प्राकृत संख्याओं k के लिए, P (k + 1) सत्य है, जब कभी P (0 सत्य है। 
अतः P (n) सभी प्राकृत संख्याओं n के लिए सत्य है! 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


उदाहरण 11 और 12 में सही उत्तर का चयन कीजिए (M.C.Q.) 
उदारहण 11 मान लीजिए कि P(n) : “2" < (1 x2 x 3 x ...x n)”, तो न्यूनतम धन पूर्णाक, जिसके 


लिए P (n) सत्य है 
A CP केके 2 (D) 4है। 


हल सही उत्तर (0) है, क्योंकि 
P (1): 2 < 1 असत्य है 
P (2): 2 < 1 %2 असत्य है 
p (3): 2 < 1 x 2 x 3 असत्य š 
लेकिन (4): 2१ < 12 3 %4 सत्य है 
उदारहण 12 एक विद्यार्थी को किसी कथन? (n) को गणितीय आगमन द्वारा सिद्ध करने के लिए कहा 
गया। उसने सिद्ध किया कि, सभी k> 5 € N के लिए? (k + 1) सत्य है, जब कभी P (£) सत्य 
है और यह कि P (5) भौ सत्य है। इसके आधार पर उसने निष्कर्ष निकाला कि ? (7) सत्य है, 
(^) सभी ४८ चके लिए (B) सभी #>5 के लिए 
(O) सभी # 25 के लिए (0) सभी #<5 के लिए 
हल सही उत्तर (0) है, क्योंकि ?(5) सत्य है, तथा (८--1) सत्य है, जब कभी P (k) सत्य ÈI 
उदाहरण 13 यदि? (१): 24° + ३ सभी n € N” के लिए, से भाज्य है, सत्य है, तो À 


का मान I 
¦ अब#- 1 के लिए, : 
हल लक] $ s > 2.48 + 31८ 2.64 + 81 = 128 + 81 = 209, 


= 2 के लिए, i d 
थक + 37=8.256 + 2187 = 2048 + 2187 = 4235 
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ध्यान दीजिए कि 209 तथा 4235 का म. स. व. (H.C.F.) 11 है। अतएव 2.42"! + 3"! का 
भाजक 11 है। अतः) का मान 11 ÈI 


उदाहरण 14 यदि ? (४) : "n € N के लिए, 49" + 16" + k संख्या 64 से भाज्य है'' सत्य है, तो k 
का न्यूनतम ऋण पूर्णांक मान है। 

हल n=1 के लिए,7(1) : 65 + 64 से भाज्य है, अतः ८-1, 

क्योंकि 65 — 1 = 64, संख्या 64 से भाज्य ÈI 


+1) (27+1 
उदाहरण 15 बताइए कि गणितीय आगमन द्वारा कथन P(n) : 11+ 27 + ... +# = “DOr 


की निम्नलिखित उपपत्ति सत्य है या असत्य है। 
उपपत्ति गणितीय आगमन के सिद्धांत द्वारा = 1 के लिए (7) सत्य है, क्योंकि 
1=1= Ja को. पुनः किसी k > 1 के लिए 2 = — 


6 
, हल: यह उपपत्ति असत्य (गलत) है। क्योंकि आगमन चरण (Induction step) में आगमन परिकल्पना 
(Induction hypothesis) तथा जो सिद्ध किया जाना है, दोनों ही गलत (दोषपूर्ण हैं)। 


4.3 प्रश्नावली 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न ($.4.) a: 
1. एक ऐसे कथन Po) का उदाहरण दीजिए, जो सभी #24 के लिए सत्यं है किंतु P(1), P(2) 
तथा P(3) सत्य नहीं है। अपने उत्तर का औचित्य भी बताइए। क, 
2, किसी ऐसे कथन P(n) का उदाहरण दीजिए जो# के सभी मानों के लिए सत्य है। अपने उत्तर 
का औचित्य बताइए। 
गणितीय आगमन के सिद्धात द्वारा प्रश्‍न संख्या 3 से 16 तक के कथनों में से प्रत्येक को सिद्ध कीजिए: 
3. प्रत्येक प्राकृत संख्या n के लिए, 4" - 1 संख्या 3 से भाज्य RI 
4. सभी प्राकृत संख्या # के लिए, 2”- 1, संख्या 7 से भाज्य है। 
5. सभी प्राकृत संख्या n के लिए,#? - 71 + 3, संख्या 3 भाज्य है। 
6 
7 


. सभी प्राकृत संख्या n के लिए 32- 1 संख्या 8 सें भाज्य ÈI. 
, किसी प्राकृत संख्या # के लिए 7" — 2" संख्या 5 से भाज्य है। 


सभी प्राकृत संख्या ॥>2 के लिए, Jn <—+—+..+ — 
, सभी प्राकृ n u A Z 
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किसी प्राकृत संख्या ॥ के लिए, -)”, ५-) से भाज्य है, जहाँ x तथा) पूर्णाक है और: = y. 
प्रत्येक प्राकृत संख्या #22 के लिए, n — n, संख्या 6 से भाज्य है। 
प्रत्येक प्राकृत संख्या # के लिए, n(m + 5), संख्या 6 से भाज्य है। 


, सभी प्राकृत संख्या n> 5 के लिए, #? < 2". 
, सभी प्राकृत संख्या n के लिए, 27 < (n + 2)! 


1 1 1 
Jn 
सभी प्राकृत संख्या n के लिए,2+4+6+... + 20 = n° + n. 
सभी प्राकृत संख्या n के लिए, 1 + 2 + 2° + ... + 2" = 2" - 1 
सभी प्राकृत संख्या n के लिए, 1+5+9+... + (41-3) 58 (28 - 1) 


विस्तृत उत्तर वाले प्रश्‍न (L.A) 
निम्नलिखित प्रश्नों में गणितीय आगमन के सिद्धांत का प्रयोग कीजिए: 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
22. 


सभी प्राकृत संख्या #22 के लिए, एक अनुक्रम ०,, a, ०; ..., ०, = 3 तथा a, = 7०, द्वारा 
परिभाषित है। सिद्ध कीजिए कि सभी प्राकृत संख्या n के लिए ८, = 3.7", edie: 
सनी आहत भ के लिए हक Sma bo b, b, SS $ b, = 5 तथा b, =4+b ८1 दारा 
परिभाषित है। गणितीय आगमन के प्रयोग द्वारा सिद्ध कौजिए कि सभी प्राकृत संख्या 7 के लिए 
b. = 5 + 4n. 
सभी प्राकृत संख्या #22 के लिए अनुक्रम 4, d, 4, ... , 4, = 2 तथा d, डरा 
FF 

परिभाषित है। सिद्ध कीजिए कि सभी n € N के लिए, 4, = 2 

४39. 
सभी ne N के लिए, सिद्ध कीजिए कि, 
cos œ + cos (0 + B) + cos (०+ 2B) + ... + cos (œ + (n — 1) P) 


रण (3) 
2 


n—1 4 
cos| + जक B fsin 


š sin È 
1276 


2 = 
सभी # € NÈ लिए, सिद्ध कीजिए कि, cos 0 ले 20 ला 9... Sor का 
संती ऋ N के लिए, सिद्ध कौजिए कि, sin 0 + sin 20 sin 30 + ... + sin ४0 
i n+1 
sinzn0 nde 
किक मलिक ==, 
9 


sin— 
2 
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23. mûne चके लिए, सिद्ध कीजिए कि ws एक प्राकृत संख्या है। 


24. सभी प्राकृत संख्या # > 1 के लिए सिद्ध कीजिए कि न PEA 
n+l n+2 27 24 


25. सभी# ८ NÈ लिए, सिद्ध कीजिए कि n भिन्न-भिन्न distinct अवयव वाले (अंतर्विष्ट किए 
हुए) समुच्चय के उपसमुच्चयों की संख्या 2" है। 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 
प्रशन संख्या 26 से 30 में सही उत्तर का चयन कीजिए (M.C.Q.). 
26. यदि सभी 7 € N के लिए, 10" + 3.4%2 + संख्या 9 से भाज्य है, तो # का लघुतम पूर्णांक 


मानः 

(A) 5 (8) 3 (O) 7 (0) 1 
27. सभी # € N के लिए, 3.52 + 21, निम्नलिखित में से किस संख्या से भाज्य हैं; 

(A) 19 (8) 17 (0) 23 (0) 25 
28. यदि ५" 1:४ - k, से भाज्य है, तो का न्यूनतम पूर्णाक है 

(8) 1 (8) 2 (03 (D) 4 
निम्नलिखित प्रश्‍न में रिक्त स्थान की पूर्ति कीजिए: 
29, यदि P(r): 2n <n!,n € N, तो P(n) सभी > के लिए सत्य है। 


बताइए कि निम्नलिखित कथन सत्य है या असत्य है। औचित्य भी बताइए: 


30. मान लीजिए कि PG एक कथन है और मान लीजिए कि किसी प्राकृत संख्या k के लिए 
Pk) = P(k + 1), तो P(r) सभी # € N के लिए सत्य है। 


= 0 Se 


5.1 समग्र अवलोकन 
हम जानते हैं कि एक वास्तविक संख्या का वर्ग सदैव ऋणेत्तर होता है। उदाहरणार्थ, (4)? | 

, (4२1 
(-4)7< 16 है। इसलिए 16 का वर्गमूल + 4 है। किसी ऋणात्मक संख्या के वर्गमूल के =: 3 x 
जा सकता है? यह स्पष्ट = कि एक ऋणात्मक संख्या का कोई वास्तविक वर्गमूल नहीं हो सकता। 
आतः, हमें वास्तविक संर के निकाय को एक ऐसे निकाय में विस्तृत करने की आवश्यकता है जिसमें 
हम ऋणात्मक संख्याओं के वर्गमूल भी ज्ञात कर सकें। ऑयलर (1707-1783) ऐसा प्रथम गणितज्ञ था 
जिसने -1 के धनात्मक वर्गमूल के लिए संकेत i [आयोटा ((०४७)] प्रयुक्त किया। अर्थात्‌, ¿= ,-1 है। 
5.1.1 काल्पनिक संख्याएँ 
किसी ऋणात्मक संख्या का वर्गमूल एक काल्पनिक संख्या कहलाता है, 


JS- JAB - ७, JT- JIJ -i7 
5.1.21 की पूर्णाकीय बातें 


ja Ja „i?=-1,i 32722 ८-४, 115 (0 22- (-1)?= 1, इत्यादि। 

॥>4के लिए, P अभिकलित करने के लिए, हम॥ को 4 से भाग देकर उसे n=4m में 
लिखते हैं, जहाँ m भागफल है और 7 शेषफल है0<7<4 है। yit 
i = i == 


अतः, 
£ ® =i4%१+3 = (४0१ š (0° =Ë=—i 
तथा 0७२7763१७१ = (00 , (07 


RE 2 य 
pe Un 
और धनात्मक वास्तविक संख्या: हैं, तो SS 
x Jvb=i Ja २९७3-४७ 
और धनात्मक हैं अथवा इनमें से कम से कम एक ऋणात्मक 


6) यदि 
Jax J= JN. 


(9 Ja. vB = Jab a = 
हो या शून्य हो। परंतु Va अ e Jab वदि a आरके वोत ऋणिके नर 
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5.1.3 afaa सख्याएँ 


1. 


वह संख्या जिसे a + ib के रूप में लिखा जा सके एक सम्मिश्र संख्या कहलाती है, जहाँ 
a और ७ वास्तविक संख्याएँ हैं तथा; = ,-1 है। 


यदि 2=८ + एक सम्मिश्र संख्या है, तो a और b क्रमश: इस सम्मिश्र संख्या के वास्तव 
और काल्पनिक भाग कहलाते हैं। FÈ Re (2) = a और Im (2) = b लिखा जाता है। 
सम्मिश्र संख्याओ के लिए क्रम संबंध 'से बड़ा है' और “से छोटा है' परिभाषित नहीं है। 
यदि किसी सम्मिश्र संख्या का काल्पनिक भाग शून्य हो, तो वह एक शुद्धतः वास्तविक संख्या 
कही जाती है तथा यदि उसका वास्तविक भाग शून्य हो, तो वह शुद्धत: काल्पनिक संख्या 
कही जाती है। उदाहरणार्थ, 2 एक शुद्धत: काल्पनिक संख्या है, क्योंकि इसका काल्पनिक भाग 
शून्य है तथा 3 के शुद्धत: काल्पनिक संख्या है, क्योंकि इसका वास्तविक भाग शून्य है। 


5.1.4 सम्मिश्र संख्याओं का बीजगणित 
1. दो सम्मिश्र संख्या 2, a + ib और 2, = c + id बराबर कहलाती है, 


यदि a= c और ७ = d 


2. मान लीजिए कि 2, = a + ib और 2, = c + id दो सम्मिश्र संख्याएँ हैं। 


1. 


2. 
3. 


4. 


तब z + 2, = (a + ८) + i (b + d) होता है। 


5.1.5 सम्मिश्र संख्याओं का योग निम्नलिखित गुणों ( गुणधर्मो) को संतुष्ट करता है 


क्योंकि दो सम्मिश्र संख्याओं का योग पुन: एक सम्मिश्र 
संख्याओं का समुच्चय योग के लिए संवृत है। 

सम्मिश्र संख्याओं का योग क्रम विनिमेय होता है, अर्थात्‌ 2, + 2, = z + 2 
सम्मिश्र संख्याओं का योग साहचर्य (या सहचारी) होता है, अर्थात्‌ ws 
@,+2)+2,= z, + (z, + z) 

किसी सम्मिश्र संख्या z= x+ iy लिए एक 
ë fz + 0 = 0 +z= z होता है। यह संख्या 0 
एके सम्मिश्र संख्या 2 x + iy के लिए, सदैव 
है कि 2+ (-2) =(—2) +z= 01 यह संख्या 


संख्या होता है, इसलिए सम्मिश्र 


ऐसी सम्मिश्र संख्या 0, अर्थात्‌ + 08 ऐसी होती 
योग के लिए तत्समक अवयव कहलाती है। 
एक सम्मिश्र संख्या -2 -r ऐसी होती 
— 2 का योज्य प्रतिलोम कहलाती है। 


5.1.6 सम्पिश्र संख्याओं का गुणन 
मान लीजिए कि 2, = a + ib और 2, = ८ + id, दो सम्मिश्र संख्याएँ हैं। 


1. 


2. 


तब 2, . 22 = (a + ib) (c + id) = (ac bd) + i (ad + bc) 
क्योंकि दो सम्मिश्र संख्याओं का गुणनफल पुन: एक सम्मिश्र संख्या है, इसलिए सम्मिश्र 
संख्याओं का समुच्चय गुणन के लिए संवृत है। 

सम्मिश्र संख्याओं का गुणन क्रम विनिमेय होता है, अर्थात्‌ Z ड कर; 
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3. सम्मिश्र संख्याओं का गुणन सहचारी होता है, अर्थात्‌ (2,-2,) . 2, = 2, - (2-2) 
P , i 

4. किसी सम्मिश्र संख्या z = (x + ॐ) के लिए एक ऐसी सम्मिश्र संख्या 1, अर्थात्‌ (1 +05), इस 

प्रकार कि 2.1 = 1 .2 = 2 होता है। यह संख्या 1 गुणन के लिए तत्समक अवयव कहलाती है। 


किसी शून्येतर सम्मिश्र संख्या 2= 2+} के लिए, एक सम्मिश्र संख्या 2 है जिसके लिए 
z 


z A.1.. होता ही > का गुणनात्मक प्रतिलोम कहलाता 
== e. हलाता है। अर्थात्‌ ८ + ७ का 
1 a—ib 
गुणनात्मक प्रतिलोम arib a+b है। 
6. किन्हीं तीन सम्मिश्र संख्या 2, z, और 2, के लिए, 
2,.(2,+2,) =2.2,+2 +२; 
(z + 2,) - 2; = 2, Z, +Z, . Z, 


तथा 
थात्‌ सम्मिश्र संख्याओं के लिए गुणन, योग पर वितरित (या बंटित) है। 


अः 
5.1.7 मान लीजिए कि 2, = a + ib और z, = ८ + id (शून्येत्तर) 
दो सम्मिश्र संख्याएँ हैं। तब, z + 2 = 775 atib _ (ac+bd) , , (४०-०५) 
हे संयुग्मी 2 z “C+id cd? हक्का 
5.1.8 एक सम्मिश्र संख्या का संयुग्मी 
कि 25४+ ib एक सम्मिश्र संख्या है। तब इसके काल्पनिक भाग के चिन्ह को बदलने 


मान लीजिए k 
पर प्राप्त संख्या सम्मश्र सख्या टक संयुग्मी कहलाती है तथा इसे 2 से निर्दिष्ट किया जाता है, अर्थात्‌ 
z=a-ib 
ध्यान दीजिए कि का योज्य प्रतिलोम - a — ib है, जबकि इसका संयुग्मी ० — ib है। 
हमें ज्ञात हैः 

L @)=z 

2. z+ Z =2Re [Eo 2-2 i Im(2) 

3, z= 2, यदि z शुद्धतः संख्या है। 

4. 22२0६ 2 शुद्धतः काल्पनिक संख्या है। 

5. z. Z= (Re (B) t (Im OF 

6. (2।+22) = Z+ zA (4-22) = 2 - 22 


ल m z (2) 
7. Gaza) = (z). (ङ) और (2) REN 


5.1.9 एक सम्मिश्र संख्या का qain या निरपेक्ष मान 
मान लीजिए कि z=a + एक AA संख्या है। तब, इसके वास्तविक भाग के वर्ग और काल्पनिक 
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भाग के वर्ग के योग का धनात्मक वर्गमूल 2 का मापांक (निरपेक्ष मान) कहलाता है। और इसे || 
से निर्दिष्ट किया जाता है, अर्थात्‌ |z| a+b? 
सम्मिश्र संख्याओ के एक समुच्यय में,2, > 2, या 2, >2, अर्थहीन है; परंतु 

|| > || या || < |z| अर्थपूर्ण हैं; क्योंकि || और |2| वास्तविक संख्याएँ हैं। 
5.1.10 एक सम्मिश्र संख्या के मापांक के गुण 

1. |2| 50 «> 2-0, अर्थात्‌ Re (2 = 0 और Im (2) = 0 

2. |= |= -4l 

3. - |2| < Re (2) < || और - |2| < Im (2) < || 


+ zz = |, |= 


5. | २|=||.|2| d 


ál -lal 
= |] (22 0) 


6. |z +>| = lal +z +2Re (23) 
7. |ब-० || +z —2Rc (= Z) 
8. |a+z|<|za|+|z] 
9. |a-z|2 |=|- |2| 
10. |az, —bz,Ë + bz, +az,Ë = (4? +b?) (|a +P 
विशेषतः 


|2;- 22 | +| +z, =2 daf + lap) 


11. जैसा कि पूर्व में चर्चा की जा चुकी है, एक सम्मिश्र संख्या 2- a + ib (z 0) का गुणनात्मक 
प्रतिलोम (व्युत्क्रम) 
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5.2 आर्गड तल 
किसी सम्मिश्र संख्या = a + ib को समकोणिक अक्षों के एक युग्म के सापेक्ष एक 
में एक अद्वितीय बिंदु (a, b) के रूप में निरूपित किया जा सकता है। सम्मिश्र pl 2577 
o (0,0) को निरूपित करती है। एक शुद्धतः वास्तविक संख्या a, अर्थात्‌ (a + 01) को »-अक्ष पर स्थित 
बिंदु (a, 0) से निरूपित किया जाता है। इसीलिए, #-अक्ष को वास्तविक अक्ष कहते हैं। एक UST: 
काल्पनिक संख्या ib, अर्थात्‌ (0 + ib) को y-a स्थित बिंदु (0, b) से निरूपित किया जाता है। 
इसीलिए, )-अक्ष को काल्पनिक अक्ष कहते हैं। 

इसी प्रकार, तल में सम्मिश् संख्याओं के बिंदुओं द्वारा निरूपण को आर्गड आरेख (Argand) 
diagram) कहते हैं। वह तल जिस पर सम्मिश्र संख्याओं को बिंदुओं के रूप में निरूपित किया जाता 
है। सम्मिश्र तल या आर्गड तल या गाउसनीय तल कहलाता है। 
यदि एक सम्मिश्र तल में, दो सम्मिश्र संख्या z, और 2,को क्रमशः बिंदुओं P और Q से निरूपित किया 


जाता है, तो |a 22| = PQ 
5.2.1 एक सम्मिश्र संख्या का ध्रुवीय रूप 
मान लीजिए कि ? आर्गड तल में एक शून्येत्तर सम्मिश्र संख्या 2 a + ib को निरूपित करने वाला 


एक बिंदु है। यदि OP, २-अक्ष की धनात्मक दिशा से कोण 6 बनाये तो 2 = 7 (cos + २] 8) इस 
सम्मिश्र संख्या का ध्रुवीय रूप कहलाता है, जहाँ r= |z|= १०८२-७२ है और 10 = 2 है। यहाँ0 
a 
सम्मिश्र संख्या2 का कोणांक (argument या amplitude) कहलाता है तथा हम इसे arg (2) = 0 
लिखते हैं। 0 का वह अद्वितीय मान, जिससे-7< 0 <7 हो, मुख्य कोणांक कहलाता है। 
arg (z, - 2,) = arg (z) + arg (z) 


> 
arg E = arg (z) - arg (22) 


5.2.2 एक द्विघात समीकरण का WP s 
समीकरण m? + bx + c = 0 जहा & b और ८ संख्याएँ (वास्तविक या सम्मिश्र, ८ #0 हैं, चर x में 


एक व्यापक द्विघात कहलाता है। चर के वे मान जो इस समीकरण को संतुष्ट करते हैं, इसके 


मूल कहलाते हैं। 
गुणांकों š 2 $ -b+ JD 
वास्तविक गुणांकों वाली द्विघात समीकरण ax? + bx + c = 0 के दो मूल मि = और 


करी हेते हैं, जहाँ 2 = छै 7 १% होता है, जो इस समीकरण का विविक्तकर 
2a 
कहलाता है। 
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1. जब =0 है, तो द्विधात समीकरण के मूल वास्तविक और बराबर (समान) होते हैं। जब 
' 9>0हे, तो मूल वास्तविक और असमान होते हैं। साथ ही, यदि a, b, c e Q और D एक 
पूर्ण वर्ग है, तो समीकरण के मूल परिमेय और असमान होते Š तथा यदि ०, b, c e Q और 
D एक पूर्ण वर्ग नहीं है, तो मूल अपरिमेय होते हैं और एक युग्म के रूप में होते ë! 

जब 19 < 0 तो द्विघात समीकरण के मूल अवास्तविक (सम्मिश्र) होते हैं। 


2. यदि ०, B समीकरण ८४? + bx + c = के मूल हैं, तो मूलों का योग (०+ B) = 2 और 


मूलों का गुणनफल ( ०. B) = _ होता है। 


3. मान लीजिए कि किसी द्विघात समीकरण के मूलों का योग S है और मूलों का गुणनफल 
P है, तो वह समीकरण ५२ Sx + = 0 होता है। 


5.3. हल किए हुए उदाहरण 

लघु उत्तरीय प्रश्न (SA) 

उदाहरण 1 मान ज्ञात कीजिए : (1 + 06 + (1 - 7) 
हल (14-00 ((1+)7)?5 (1+ ४ + 208 - (1 - 1 + 203 
तथा I-D=1-?-3i+3P= 


२8 13: -- 8; 
1+ b= Sp a=. Zð 
अतः, (1 +7)7+ (1 SE 10; 


1 
उदाहरण 2 यदि (४+) = a + ib, जहाँ y, ०, b € R तो दर्शाइए कि 


Spas) 
1 
हल (x+iy)? = a + ib 
=> x + iy = (a + ib)° 
अर्थात्‌ x + iy = a° + P b° + 3a? (ib) + 3a (ib)? 
= a° — ib’ + 23% - 3ab2 
=a — 3ab? +i (38% — b’) 
= x= ८ - ३०७? और 9 = 36% - b? 
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इसलिए, 
उदाहरण 3 समीकरण = द्र को हल कीजिए, जहाँ 2 = x + iy है। 


=. = 22 -3b — 3a2 + b? = — 2 a? — 2b? = — 2 (@ + b?) 


(1) और 2y=-y ...(2) 


2) से, हम y = 0 याश = - प्राप्त करते हैं। 
( ) f Jr = १9 
जब) =0 , तो (1), से हम ->- 0 प्राप्त करते हैं, जिससे ४50 x= 1 प्राप्त होता है। 


1 J d 
जब र्रु तो()से हम = 4 † ठ अर्थात्‌ )? = — जिससे y > त होता है 
B i 3३ 


—+i——,—-—- 


अतः समीकरण के हल 04-70, 1 +10, —— + — 
उदाहरण 4 यदि E का काल्पनिक भाग-2 है, तो दर्शाइए कि 2 को आर्गड तल में निरूपित 


करने वाले बिंदु कि पथ एक सरल रेखा है। 
हल मान लीजिए कि z= x + iy तब 
2z+1 A 2(x+iy)+1 = (2x+1)+i2y 
iz+1  i(x+iy)+1  (l-y)+ix 
{(2x+1)+i2y} xy) 
{A-y)+i} (0 -y)-b) 
(2x+1-y)+i(2y-2y" -2x —x) 


1+y —2y-+x 
2z+1 3 2y-2y* -2x -E 
इस प्रकार, Im य | 1+y2-2y+x 
22+1 | _ _2 (दिया है) 
परंतु, Im 241 
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29-9%“- 0 =% =. 


sh, 1+y°-2y+x? 

> 2y- 2y% - 20 -x=-2 -2y + 4y- 2६ 

अर्थात्‌ x+2y-— 2 = 0, जो एक सरल रेखा का समीकरण है। 

उदाहरण 5 यदि |2? -1| =|2{ +1 है, तो दर्शाइए कि 2 काल्पनिक अक्ष पर स्थित है। 
हल मान लीजिए कि 2 = % +), तब |2-1l|=|zË+1 

= l: _y2—1+i 2091११ +1 

= (४ — y? -1)? + 4x2y2 = (22 + y2 + 1)° 

> 4 = 0 अर्थात्‌ x=0 


अत:, z, 9-अक्ष, अर्थात्‌ काल्पनिक अक्ष पर स्थित है। 

उदाहरण 6 मान लीजिए कि 2, और 2, दो सम्मिश्र संख्याएँ इस प्रकार है कि z +iz,=0% तथा 
arg (z, 2,) = 7, तब arg (z) ज्ञात कीजिए। 

हल दिया हैः 2 +72, =0 

= श्र = iz, और Z,=—iz, 

इस प्रकार arg (zz, = arg (z) + arg (—i z)= 1; 


=s arg (-iz?)=n 

= arg (~i) +arg (z?) =m 

= arg (— i) +2arg z) =t 
ऱ्या 

= 5 +2arg(z)= T 


2 
आए 
= arg (य) = ra 
* उदाहरणा 7 मान लीजिए कि z, और z, दो सम्मिश्र संख्याएँ इस प्रकार हैं fe 
kita = |2| + 2] तब दर्शाइए कि arg (z) — arg (z) = 0 


हल मान लीजिए कि 2, = 7, (०050, + ¿sin 0) तथा 2, = r, (९०७, + i sin 0.) 

डड 2 2 
जहाँ r, = la | „arg (2,)= 0, 7, 5 z, और arg (z) = 0 
हमें 2 
हमें ज्ञात है | +22| = |= |+|2| 


= |; (cos0, +isin 9, )+7; (cos 0, +isin9,)|=7, + n 
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= हू +r? + 207 ००५(0,-02)5(8+7२) = cos (0, — 0, ) =1 
> 0, - 9, = 0 अर्थात्‌ ९, = 0, 
अर्थात्‌ बाष्ट(ट) =arg(z,) या arg(z,)-arg(z,) = 0 


1 .. १... 1 
—+—+—=1 
Ži, o2 A 9 


उदाहरण 8 यदि 2 2» z, ऐसी सम्मिश्र संख्याएँ हैं कि || = || =|=;| = 


तो |z +z, +2| का मान ज्ञात कीजिए। 


हल |2|= |2|=|2|=1 


laf = laf |z} =1 


= 
= 212 = 2, 22 = 2323 = 1 
I य PE 
= z, z » 22 z 523 z 
L 1 
_ +—+—|=1 
दिया है z णक 
=> | +ॐ+ङ|=1, अर्थात्‌ [a +z; + |= 1 
= |a +z +2|=1 
उदाहरण 9 यदि एक सम्मिश्र संख्या 2 त्रिज्या 3 इकाई और केंद्र (-4, 0) वाले एक वृत्त के अभ्यंतर 
या उसकी परिसीमा पर स्थित है, तो |2+1| के अधिकतम और न्यूनतम मान ज्ञात कीजिए। 
हल 2 को निरूपित करने वाले बिंदु की वृत्त के केंद्र से दूरी |2-(-4+70)| = :+4| 


अब, |z +1|= |८४4- 3|< | 2+ 4|+|-3| S3+3=6 


2+1 का अधिकतम मान 6 है। 


£” के मापांक का न्यूनतम मान शून्य होता है, इसलिए |2+ 1| का 


क्योंकि किसी सर्म्मिश्र संख्या 
न्यूनतम मान 0 है। 
उदाहरण 10 वे बिंदु निर्धारित कीजिए, जिनके लिए 3<|z| < 4 
2+ 37 < 16, जे केंद्र मूलि और त्रिज्या 4 इकाई वाले वृत्त का अभ्यंतर है तथा 
š š ; 
हलः |2|< 4 = x जो केंद्र मूलबिंद और त्रिज्या 3 इकाई वाले वृत का बहिर्भाग है। अत: 
2>9, 


||>3= २५» 
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3 < |2| <4 वह भाग है जो दो वृत्त ४? + ? = 9 और 2 += 16 के बीच में स्थित है। 
उदाहरण 11 2%* + 52° + 7४2 - ४ + 41 का मान ज्ञात कीजिए, जब + = 2 = Bi 
हल x+2=-.J3i > x +4x+7=0 
अतः 2४ +S + TX? -x+41= (X? + 4x + 7) (2x? 3x+5)+ 6 
=0x (2? -3x+5)+6=6 
उदाहरण 12 P का वह मान ज्ञात कौजिए जिसके लिए समीकरण ५2-५८: 8 = 0 के मूलों 
का अंतर 2 हो। 
हल मान लीजिए कि x — Px + 8 = 0 के मूल ० और | हैं। 
इसलिए, ०+ ३35८7 और ०. 5-8 


अब, ०-३-+ Ja + B: - 4०३ 
अतः, 2 + ९२-३2 
= P2-32=4,P2=36 अर्थात्‌? +6 


उदाहरण ;3 a का वह मान ज्ञात कीजिए जिसके लिए समीकरण 2 _ (८ _ 2) , _ („ + 1) = 0 
के मूलों के वर्गो का योग न्यूनतम है। (@-2)x- (a+ 1) 
हल मान लीजिए कि o, B दिए हुए समीकरण के मूल हैं। 


अतः, a+B=a-2 और ०३ --(०४+ 1) 

अब, e + B° = (e + BX- 208 
=(a-2) +2 (७ + 1) 
=(a-1)+5 

अतः, ०2 + 82 न्यूनतम होगा, जब (a — 1)? = 0, अर्थात्‌ ८ = 1 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (LA) 
उदाहरण 14 यदि सम्मिश्र संख्याओं z और 2, के लिए, 


॥-३2 -a ¬ =| = ka-a |) (1-2; ) तो # का मान ज्ञात कीजिए। 
हलः 
LHS = j-3zf -a -2f 
= (1-ड2,) 0-८) ¬ (४-०) (५-००) 
= (1-52) (6-25) —(z —z>)(z, —Z,) 


=1 +z, Z, 2222 — 212] 2222 
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ड 1+|a - Ag -laf _ lza 
= a-a a-l) 


2 2 
RHS =#(1- lah) a-la) 
अत:, LHS और RHS को बराबर करने Rk=1 


उदाहरण 15 यदि, और 2, दोनों 2 + ट =2|2-1|, जहाँ arg (z, - 2,) = ठ को संतुष्ट करते हैं 


तो Im (z, + z) ज्ञात कौजिए। 
हल मान लीजिए fig z = x + ly, Z, = X, + iy, और Z, =x; + 9), है। 


तब, z+ टन 2|2-1 
5 (+ 9) + (z — y) = 2 |#-1+४)॥| 
=1 2 
ह ... (0) 


> 

क्योंकि 2, और z, दोनों (1) को संतुष्ट करते हैं, इसलिए हमें प्राप्त है: 
201477 और 225 1 + y> 

2७८ -x)= 0, + y) 0, =) 


= 
az Hy 

= 2 = (y, +») [a "2 (2) 
पुनः 2०% = (४ ८2०) + ip- 
अतः tan 0 = > a , जहाँ 9 = arg (z, ¬ 59) है। 

n. क्योंकि ०-5) 
iá ण 4 mx [ 4 
अर्थात्‌ 1= D0 

2 

अतः, (2) से हमें प्राप्त होता हैः 29 + y>, अर्थात्‌] G, + z) = 2 

“क्षणिक कहा 
m es रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 
i जिसके लिएअ — 2a? + (1 — aji + 5 वास्तविक हे 


6) “४” का वास्तविक मान जि 
होगा। 
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Gü) 
(ñi 


Gv) 


© 


v) 
GD 
(vii) 


हल 
© 


Gi 
(ü) 


= 


Gv) 


(+) 


(ण) 


(vii) 


यदि |z|=2 और arg (2) = a है, तो 2 = है। 


है। 


arg (2) = 5 को संतुष्ट करने वाले 2 का बिंदु पथ 


(ly 'का मान है, जहाँ» € N 


सम्मिश्र संख्या E का संयुग्मी है। 
+1 


यदि एक सम्मिश्र संख्या तीसरे चतुर्थांश में स्थित है, तो उसका संयुग्मी में स्थित 
होगा। 


यदि (2 + 7) (2 + 21) (2 + 3) ... (2 + ni) =x + iy तो 5.8.13 ... (4+#) = 


3P — 242 + (1 -— a)i + 5 = -3i + 2a + 5 + (1 — a)i 
=24+5 + (-4- 2), जो वास्तविक होगा यदि-०-2-0 अर्थात्‌ = - 2 


T "j 1 1 Ro 
= —+ i m=- 2 ५2 नैः i 2 z i 
क (० ois + | ज्र ) 2(1+i) ' 
a कि 2२५५ ७ तो इसका ध्रुवीय रूप 2 = 7 (cos 6 + 7 sin 0) है, जहाँ 


tan 6-2 और 0, arg (2) है। o=% दिया है। 
x 


T y B v 
इस प्रकार, tang = — = » = ५3%, जहाँ > 0, y > 0 है। 


अतः, 2का बिंदु पथ, मूलबिंदु के अतिरिक्त y = /3x , का प्रथम चतुर्थाश में एक भाग Š! 


यहाँ, (-४-1)0(-0 (00 (योना 
Gi 
FR A 
sr SUS ळच 
k=: च 1+Ë —2i _1-1-2i _ 
i IH l-i I fi 


अतः, = का संयुग्मी 7 है। 


+i 
किसी सम्मिश्र संख्या का संयुग्मी :-अक्ष के सापेक्ष उसका प्रतिबिंब होता है। अतः, एक संख्या 
तीसरे चतुर्थाश में स्थित है, तो उसका प्रतिबिंब दूसरे चतुर्थाश में स्थित होगा। ' 


दिया है: (240 (2520 (2 +3) ... (2 +ni) =x+ iy wl 
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5 GHEE = (rt) 9) 
अर्थात्‌ (2-2-2) (2-3) -- 2) =x- iy o 


(1) और (2) का गुणा करने पर, हमें प्राप्त होता हैः 5.8.13 ... (4 + n°) = x +y 


उदाहरण 17 बताइए कि निम्नलिखित में से कौन सा कथन सत्य है और कौन सा असत्य है। 


@ 


0) 
Gü) 


Gv) 

v) 

vi 

(vii) 
हल 

@ 

G) 


G 
Gv) 


(९) 


G 


स स a संख्या को ! से गुणा करने पर, वह उसे वामावर्त दिशा में एक समकोण 
सम्मिश्र संख्या ८०50 + i sin, 9 के किसी मान के लिए शून्य हो सकती š, 

यदि कोई सम्मिश्र संख्या अपने संयुग्मी के साथ संपाती है, तो वह संख्या अवश्य ही 
काल्पनिक अक्ष पर स्थित होना चाहिए। 


सम्मिश्र संख्याएँ 2 = (1 +i ९8) (033 (cos 8 + í sin 0) का कोणांक Z 59 है। 
सम्मिश्र संख्या 2, जिसके लिए |2+1| < |=-1 है, को निरूपित करने वाले बिंदु एक वृत्त के 


अभ्यंतर में स्थित होते हैं। 
यदि तीन सम्मिश्र संख्याएँ, z, z, और 2, एक समांतर श्रेणी (A.P) में हैं तो वे सम्मिश्र तल 
में एक वृत्त पर स्थित होते हैं। 


यदि ॥ एक धनात्मक पूर्णाक है, तो" + (0714 (0025 "° का मान शून्य है। 


p द्वारा निरूपित सम्मिश्र संख्या 2 = 2 +31 है। T, iz = -3 + 2 


सत्य, मान लीजिए कि 0 
ब्रामावर्त दिशा में एक समकोण पर घूमने पर 00 


yards 00 से निरूपित होगा, जहाँ 0? वामाव 


के संपाती हो जाता है। 
असत्य, क्योंकि ००५9 + ising = 0 = cos0 = 0 और sin = 0. परंतु 0 का कोई ऐसा मान 


नहीं है, जिसके लिए ००७० और 518 एक साथ शून्य होंगे। 
असत्य, क्योंकि ८4 iy = x — y=y=0= संख्या ५-अक्ष पर स्थित है! 


सत्य, arg (2) = भष (G + isa) + ag G +b +arg (८०५७ + isin0) 


53: नि 
3 
असतय, यकि u 
a pft y < (४- 1Y+ y जिससे 4x < 0 प्रप्त होता है। 
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(vü) सत्य, क्योंकि P + (D + (D°2 + (g 


=P(I+i+ P+P)=P(1+i-1-i) 


= (0) = 0 
उदाहरण 18 स्तंभ 4 और स्तंभ B के कथनों का सही मिलान कीजिए: 
स्तंभ 4 स्तंभ 5 
(a) 1+2 + Ë ++... का मान है O शुद्धतः काल्पनिक सम्मिश्र संख्या 
(b) #०7 का मान है Gü) शुद्धतः वास्तविक सम्मिश्र संख्या 
(©) 1+ का संयुग्मी किस चतुर्थाश में स्थित है Gi) द्वितीय चतुर्थांश 


(d) = किस चतुर्थाश में स्थित है Gv) चौथा चतुर्थांश 
(९) यदि ०, bce ह और ४? - 4०० <0 (v) संयुग्मी युग्मं में घटित नहीं हो सकते Š 
तब समीकरण ax? + bx + c = 0 
के मूल अवास्तविक एवं सम्मिश्र हैं 
(f) यदि ०, ७, ८ € R और ७? - 44८ > 0 (शं) संयुग्मी युग्मों में घटित हो सकते हैं 
एवं ७2-4८ एक पूर्ण वर्ग है, तो 
समीकरण ०४? + bx + c = 0 के मूल हैं 


(a) «> Gi), क्योंकि 1 + + + 864. ... + Pn 
71-1+1-1+ ...+ 1-1 (जो शुद्धतः एक वास्तविक सम्मिश्र संख्या है) 


1 क्योंकि 1 1 1 m 
NS l i x 
७) @ (i), t G pam 5 ल्ला = F = F; =-7,जो 
शुद्धतः एक काल्पनिक सम्मिश्र संख्या है। 


(© (४), 1+7का संयुग्मी 1-7 है, जो बिंदु (1, -1) से निरूपित किया चौथे 
चतुर्थांश में स्थित है। या जाता है और यह 


mi 1+2i _1+2i 1+ -1+3i T. s ्थांश 
(d) <> (iii), क्योंकि तः MS 5 š k , जिसे द्वितीय चतुः 


में बिंदु L a) से निरूपित किया जाता है। 


“ 
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(e) @ (vi), यदि ७-44८ < 0 तो = D <0 अर्थात्‌ का वर्गमूल एक काल्पनिक संख्या 


-b + काल्पनिक सं 
है। अतः मूल x= >+ है, अर्थात्‌ मूल संयुग्मी युग्मं में हैं। 


(0 «> (७, समीकरण ॐ - 6 + /2)*+5 92 =0 पर विचार कीजिए, जहाँ ८ = 1 
b=-(5 + २2) ०55२2 स्पष्टत: 6, b,c € R 
अब D = b: - 482 = {- Ó + २2))-4.1.5 42 =(5- २2) 


5 5485 = 5, २7 जिससे संयुग्मी युग्म नहीं बनता ÈI 


अतः x 

dnl _;4n-1 

fst 
उदाहरण19 ठ का क्या मान है? 

.4n+1 _;4n-1 sån; „4n -i 
-i iis 
इलः ४, क्योंकि ठ T — — 

हलः L 2 ठ 


FF RODE A 


उदाहरण 20: वह कौन-सा न्यूनतम धनात्मक पूर्णाक n है, जिसके लिए (1 + 0 = (1-1) ? 
J 


हल ॥ = 2, क्योंकि (1 + “=-= f J =1 
)= 1 जो# =2 के लिए संभव है (z. 1) 


= (i 
उदाहरण 21: 3 + ४7 ४ का व्युत्क्रम क्या है? 


z 


हलः टका व्युत्क्रम = | 


अतं।ह # शी । की तित 16. १16 ETT 
= +i, तो ज्ञात कीजिए कि G J किस चतुर्थाश 


उदाहरण 22: यदि 2। = (5 +145 और, 22 


में स्थित है। 
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š, +i 4 
निरूपित होता है। 
J5+12i + J5-12i स्मो 
" NN T > 
उदाहरण 23: कित कत का संयुग्मी क्या है? 


हलः ॐ = Brih E ) | न ) जो प्रथम चतुर्थांश में स्थित एक बिंदु से 


हल: मान लीजिए कि 
J5+12i + J5-12i m J5+12i + नायर 
१७12-26-12 B+ + 5-12 


5+12+5-127+ 2, /25+144 


5+12i—5+12i 
3 3i 
= — = — = 0—i 
2i -2 
संयुग्मी 3- 
ad: z का संयुग्मी = 0 + p 


उदाहरण 24: 1-7 के कोणांक का मुख्य मान क्या है? 
हलः मान लीजिए कि 1 — i के कोणांक का मुख्यमान 6 है। 


क्योंकि tan 0 = - 1 = व्यय) T 
4 


~ |= 0=- 4 
उदाहरण 25: सम्मिश्र संख्या ((5)3का ध्रुवीय रूप क्या है? 


हलः z = (PP = (७ = i = (0४ (° 
= Ë =—I= 0 —i 


2 का ध्रुवीय रूप = r (cos 9 + i sin0) 


aec) 


T T 
= ços7 — ism 


2 2 
उदाहरण 26 : 2 का बिंदु पथ क्‍या होगा, यदि 2-2 - 3 का कोणांक ” है? 
इलः मान लीजिए कि = x + iy तब, z— 2 — 3i (७-2)470-3) 
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| w 


y- 
x— 


मान लीजिए कि 2-2-3 का कोणांक 0 है। तब, tang = 


e 


N 


= 125 अर्थात्‌ *-) + 1 = 0 


x 


अतः, 2 का बिंदु पथ एक सरल रेखा है। 
_ / समीकरण + ax + b = 0 का एक मूल है, जहाँ 6, be R, तब ८ और 8 


उदाहरण 27 यदि 1 
के मान ज्ञात कीजिए। 

हल मूलों का योग न्न =(I-D+(L+DRa= 
(क्योंकि अवास्तविक सम्मिश्र मूल agh युग्मों में घटित होते है) 
गुणनफल = 2 (1-17) ((+7) >b=2 


लिए दिए हुए चार विकल्पों में से सही विकल्प चुनिए(५.८.0.): 


-2. 


मूलों का गुणनफल 
उदाहरण 28 से 33 तक प्रत्येक के लि 


12 हे. 
00७00 0 


उदाहरण 28 1 47 Paak 
(A) धनात्मक (D) इसका मान नहीं निकाला जा सकता 
o e 
ककव a| मी PS त कय + (l) 
काल अर का ज्ञान न हो। 


जा सकता, जब तक कि n 


निकाला 
प्रतिबंध |z +1| =1 को संतुष्ट करती है, 


इसका मान तब तक नहीं निक 


उदाह !ण 29 यदि सम्मिश्र संख्या2₹ x + iy 
तो 2 स्थित हैः 
ce वाले एक वृत्त पर 


केंद्र इकाई 
(8) केंद्र (1, 0) और त्रिज्या 1 के 
(0) केंद्र (1, 0) और त्रिज्या ! sets 
(D) १-अक्ष पर 
हल (O), हि, = 


>= tanye वृत्त है। 
केंद्र (-1, SA त्रिज्या 1 इकाई वाला LS 


[९४५0१७ 
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उदाहरण 30 सम्मिश्र संख्याओं 2, - और z + द्वार सम्मिश्र तल में बनाये गये त्रिभुज का क्षेत्रफल है। 
(A) |a ७) || 
(O) (D) इनमें से कोई नहीं 


हल (O) मान लीजिए कि 2 = x + iy तब, - iz = y— ix 
Ad: z + iz = (x-y) +i (x+y) 


z 


2 
1 z 
त्रिभुज का वांछित क्षेत्रफल = ri +y?) = i 
उदाहरण 31 समीकरण 2+1-४ = 2-1+ निरूपित करता है एक 
(A) सरल रेखा (B) वृत्त 
(C) परवलय (D) अतिपरवलय 


हल (A), |2+1-1| = |2-1+1| 

=> |2-(-1+7)| 5 |2-0-४)| 

= 7875, जहाँ ४ बिंदु (-1, 1) को व्यक्त करता है, B बिंदु (1, -1) को व्यक्त करता है 
तथा P बिंदु (५, y) को व्यक्त करता है। 


= टरेखाखंड AB के लंब समद्विभाजक पर स्थित है और लंब समद्विभाजक एक सरल रेखा होती 
है। 


उदाहरण 32 समीकरण 2 + |z = 0, 20 के हलों की संख्या है 
(A) 1 (8) 2 (0) 3 (0) अपरिमित रूप से अनेक 
हल (D), 2 + |z = 0,z> 0 
= x — y2 + i2xy + 2 + y2 = 0 
> 2224720930 = 2x (x + iy) = 0 
> x=0 या x+iy=0 (संभव नहीं) 
इसलिए:,% 0 और 2 #0 


इसी प्रकार, y का कोई भी वास्तविक मान हो सकता है। इसीलिए, अपरिमित रूप से अनेक हल! 


उदाहरण 33 sin : +i(l—cos J का कोणांक है 


2: T 
(A) S (B) ç (छ क T 
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गँ T 
हल (0), यहा 7 cos 6=sin a r sin 8-1 — cos s 


T w Com 
—cos— 2sin 
1—cos É. IO 


5 
इसलिए, tan0=- a म न z 
sin— 2sin| — |.c0s| — 
Š [ 10 ) ( 10 ) 
tan8 = tan ( z) अर्थात्‌ 8 o 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न (SA) 


1. एक धनात्मक पूर्णाक n के लिए, (1- 9” (४) का मान ज्ञात कीजिए। 


13 
>, (+ ११) का मान ज्ञात कीजिए, जहाँ ne N 


2; 
n=] 
| J 
1+1 _ (1-1. = ++ तो @ y) ज्ञात कौजिए। 

sw fa Ë 

292 
4. यदि aD a x+ 799 x+ ज्ञात कीजिए। 

A j A 
5. यदि Ls =4+ है, तो (4, b) कीजिए। 


1+a 
6. af a= ९05 0 + i sind है, तो i का मान ज्ञात कीजिए। 
7, यदि(1+7277 (l 95 है, तो दर्शाइए कि2=-!2 
8. यदिZ=*+1} तो दर्शाइए किट 2+2 G * z)+b 
करता है। टी 
» को निरूपित करने वाले बिंदु का बिंदु 


यदि 202 का वास्तविक भाग है, तो दर्शाइए कि 


पथ सम्मिश्र तल में एक वृत्त है। 
Zel + 7 को संतुष्ट करने वाली सम्मिश्र संख्या 2 एक वृत्त पर 


10. दर्शाइए कि प्रतिबंध arg (न 4 
स्थित है। 


0 जहाँ € R, एक वृत्त निरूपित 
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11, 


समीकरण |2|= 2 + 1 + 27 को हल कीजिए। 


दीर्घ उत्तर प्रश्‍न (LA) 


12. 
13, 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 


19. 


20. 


21. 
22. 


23. 


24. 


यदि |2+1|= 2+ 2 (1 +1) है, तो z ज्ञात कौजिए। 
यदि arg (z — 1) = arg (z + 37) है, तो ४-1 : y. ज्ञात कीजिए, जहाँ z= x+ iy 


दर्शाइए कि = = 2 एक वृत्त निरूपित करता है। इसकी केंद्र और त्रिज्या ज्ञात कीजिए। 


यदि ~ एक शुद्धतः काल्पनिक संख्या है (z # -1), तो |z] का मान ज्ञात कीजिए। 


यदि 2, और 2, दो ऐसी सम्मिश्र संख्याएँ हैं ताकि lz |८८| और ष्ट (z) + arg z) =, तो 
दर्शाइए कि 2, = —Z; 


यदि |z |= 1 (2, # -1) और 2, =¬ , तो दर्शाइए कि z का वास्तविक भाग शून्य है। 
यदि 2,, z, और 2, 2, संयुग्मी सम्मिश्र संख्याओं के दो युग्म हैं, तब 


arg [ š ) arg í J ज्ञात कोजिए। 
4 rA 


यदि |zl=lz] = ... = |»|51 , तो दर्शाइए कि 
|2+22+25+.--+2 न FR क 
Z 2 ॐ z 


यदि सम्मिश्र संख्या 2, और 2, के लिए, arg (z) - arg G) = 0, तब दर्शाइए कि 
Ja -|=lal-]2l 

समीकरणों के निकाय Re (2) = 0, |z|=2 को हल कीजिए। 

समीकरण 2 + /2 |(2+ 1)| +¦ = 0 को संतुष्ट करने वाली सम्मिश्र संख्या ज्ञात कीजिए। 
सम्मिश्र संख्या 2 — फर को धरुवीय रूप में लिखिए। 


cos—+isin— 
3 3 


यदि z और दो सम्मिश्र संख्याएँ इस प्रकार हैं कि |= और arg (2) - TE Tà 
दर्शाइए कि Zw=-i | 
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वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


25. 


26. 


निम्नलिखित में रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 
6) किन्हीं दो सम्मिश्र संख्याओं z, z, और किन्हीं वास्तविक संख्याओं a, b, के लिए 


laz —bz, +|z, +422 f Si 


( N25 x 459 का मात. है। 
२३ 
Gü) संख्या o L RE के बराबर है 
—t 
G श्रेणी + 7 +P + = का 1000 पदों तक का योग ..........है। 
(४) 1+ का गुणनात्मक प्रतिलोम .............. है। 
vi यदि 2, और, ऐसी afina संख्याएँ हैं कि 2, + z, एक वास्तविक संख्या है, तो 2, = .... 


(छ) यदि |2+4| 
(0. यदि = = है, तो 2 का बिंदु पथ ........... है। 
ST नी 
७0) यदि || -4और ध४ (2) = ६? Z E unire 
बताइए कि निम्नलिखित में से कौन सा कथन सत्य है और कौन सा कथन असत्य है 
में क्रम संबंध परिभाषित है। 


6) सम्मिश्र संख्याओं के समुच्चय 
G) एक शून्यत सम्मिश्र संख्या का” ; à गुणन उस सम्मिश्र संख्या द्वारा निरूपित बिंदु का 
मूल बिंदु के परित वामावर्त दिशा में एक समकोण पर घूर्णन कर देता है। 


ह) किसी भी सम्मिश्र संख्या 2 के लिए, |z| * 
को निरूपित करने वाला बिंदु पथ ( 


|2-1 का कम 0 कस आनि मी हो 

60 |2-॥-|2-7 1, 0) और (0, 1) को मिलाने वाली 
रेखा पर एक लंब रेखा है। 

(९) यदि& एक ऐसी सम्मिश्र संख्या है कि टर 0और1२० (050, तोपण (2) = 0 

(शौ) असमिका |z- aj<|z -2| असमिका> 3 से प्रदत्त क्षेत्र को निरूपित करती है। 

और z, दो ऐसी सम्मिश्र संख्याएँ हैं कि la +zə|=|a|+|z;| 


< 


(शो) मान लीजिए कि 2 
तब arg (z, — 2) = Ü 
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(शा) 2 एक सम्मिश्र संख्या है। 


27. स्तंभ A और स्तंभ के कथनों का सही मिलान कीजिए: 


स्तंभ & 


(a) 753 का ध्रुवीय रूप है 


स्तंभ 5 
(-2, 0) और (2, 0) को मिलाने वाले 
रेखाखंड का लंब समद्विभाजक 


6) 


७) -1+ ४-3 का कोणांक है () केंद्र (0, -4) और त्रिज्या 3 इकाई वाले 
वृत्त पर या उसके बाहर 
(c) यदि |2+2|=|2-2|, तो Gii) Z 
2 का बिंदु पथ है 
(4) यदि |2+21|=|2 ~ 21| , तो Gv) (0,-2) और (0, 2) को मिलाने वाले 
2 का बिंदुपथ है रेखाखंड का लंब समद्विभाजक 
(e) |z+4i|>3 से निरूपित v) os) 
6 
क्षेत्र है 
(0 |2+4|53 से निरूपित क्षेत्र है (७) केंद्र (-4, 0) और त्रिज्या 3 मात्रक वाले 
वृत्त पर या उसके अंदर 
1+2 
O 0 का sanh किस चतुर्थाश में स्थित हे (ह). प्रथम चतुर्थाश 
0) 1-7का व्युत्रम किस चतुर्थाश में स्थित है (न) तीसरा चतुर्थाश 
2 
28. तक्र का संयुग्मी क्या है? 
29. यदि |z,|=|z,| तब क्या 2, = 2, होना आवश्यक है? 
2 2 
30. यदि = x+ iy तो + 9? का क्या मान है? 
31. 


z ज्ञात कीजिए, यदि |2|= 4 और arg (2) = — 
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(2+) 


+ 
GTi) ज्ञात कीजिए। 


32. |ü+jD 


33. हो tiay का IA कोणांक ज्ञात कोजिए। 


34. यदि = तो 2 कहाँ स्थित है? 
z+5i 
प्रश्‍न 35 से 50 तक प्रत्येक में दिए हुए चार विकल्पों में से सही विकल्प चुनिए (M.C.Q): 


35. निम्नलिखित में से किसके लिए, sinx + i cos 2x और cos x ~ i sin 25 परस्पर संयुग्मी हैं 


(A) x= nT (B) x= [z 


(C) x=0 (D) 2का कोई मान नहीं 


_1-797 ० yga: वास्तविक है, निम्नलिखित 


36. ७ का वह वास्तविक मान, जिसके लिए व्यंजक TE 
1+2isin o, 


में से कौन सा हैः 
(A) (r+) (B) (2॥+ 1) = 


(0) इनमें से कोई नहीं, जहाँ # eN 


(C) nr 
उ. rerh वीस चु स र है, तो Z भी तीसरे चतुर्था में स्थित होगा, यदि 
(A) x>y>0 (B) x<y<0 
(D) y>x>0 


(C) y<x<0 
38. (2+3) (ट +3) का मात निम्नलिखित में से किसके समतुल्य है 


(A) |z+3Ë (B) |z-3| 
(0) 2+3 (0) = से कोई नहीं 
39. यदि E -1,तो 
1-i 
(A) x=2n+1 (B) x= 4n s 
(C) x=2n (D) x= An + 1, जहाँ n eN 


Ë= 
40. x का एक वास्तविक मान समीकरण दु 


[== J _ 60-79 (ope R)को संतुष्ट करता है, 
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41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


यदि ०2 + B2 = 

(8) 1 (B) -1 (O) 2 (D) -2 
किन्हीं दो सम्मिश्र संख्याओ 2, तथा 2, के लिए, निम्नलिखित में से कौन सही है? 

(A) lazl= ||| (B) arg (zz) = arg (z. arg (22) 
(©) |z +z|= la|+|z| D) |a +z|2 |=|-|2| 


यदि सम्मिश्र संख्या 2-1 से निरूपित बिंदु को मूलबिंदु के प्रति दक्षिणावर्त दिशा में एक कोण 
ड पर घुमाया जाए, तो उस बिंदु की नयी स्थिति होगी 


(A) 1+2i (B) 1-2 © 2+i (D) -1+2i 
मान लीजिए कि x, ye R, Ñx + iy एक अवास्तविक सम्मिश्र संख्या है, यदि 

(A) x=0 (B) y=0 (C) x#0 (D) y #0 
यदि +ib=c+id, तो 

(A) ४२५८८२0 (B) P+ = 0 

(©) P+ ८०-0० (D) 2 + ७१-८१ + ८? 

प्रतिबंध = को संतुष्ट करने वाली सम्मिश्र संख्या स्थित होगी: 


(A) वृत्त 25-91 पर 
(C) >-अक्ष पर 
यदि z एक सम्मिश्र संख्या है, तो 


(B) #-अक्ष पर 
(D) रेखा +) = 1 पर 


(A) | |> lef (B) टच |z? 

(O) || || (D) |> |z? 

l: +z|=|z|+|z2 संभव है, यदि 

(A) z,= 5, ए z = 
Z 


(C) arg (z) = arg (z,) (D) || = lz 


48. 


49. 


50. 
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लिए 1+icos9 


0 का वह वास्तविक मान, जिसके लिए न एक वास्तविक संख्या है, निम्नलिखित 
— Zt COS हि 


में से कौन सा हैः 


T 
w —, 
(A) nit (B) nn+( 1) ज़ 


(©) 2m (0) इनमें से कोई नहीं 


जब < 0 तो arg (9 का मान है 


T 
(A) 0 ९2) ७ > 
(O) (D) इनमें से कोई नहीं 
> T 

यदि far जँ z=1+ 28 तो | (2)| है 
ay Ë (9) || 

x. (0) इनमें से कोई नहीं। 
(O) 24 


क T ii 


अध्याय हि 


रैखिक असमिकाएँ 


6.1 समग्र अवलोकन (Overview) 


6.1.1 एक कथन जिसमें >, “<', '>', 'ई' के चिह प्रयुक्त होते हैं; असमिका कहलाती है। 
उदाहरणत: 5 > 3, < 4, + > 9. 

G) जिन असमिकाओं में चर सम्मिलित नहीं होते उन्हें संख्यांक असमिकाएँ कहते हैं। उदाहरणतः 
3<8, 522. 

( जिन असमिकाओं में चर सम्मिलित होते हैं उन्हें शाब्दिक (चरांक) असमिका कहते हैं। 
उदाहणत: x> 3, »< 5, ४- 9 2 0. 

Gü) किसी असमिका में एक से अधिक चर हो सकते हैं और यह असमिका रैखिक, द्विघातीय अथवा 
त्रिघातीय इत्यादि हो समती Ny है। उदाहरणतः Í — 2 < 0 एक चर वाली रैखिक असमिका है 
2x+ 3y 2 4 दो चर वाली रैखिक असमिका है और ४2 + 3 द्विघातीय 
असमिका शी का है। x + 2 < 0 एक चर वाली द्विघात 

Gv) ऐसी असमिकाएँ जिनमें > अथवा *< प्रयुक्त होते हैं, दृढ़ असमिकाएँ कहलाती हैं। उदाहरणतः 
3४-५9 > 5, & < 3. 

(४) जिस असमिका में “>” अथवा “<' चिह्न प्रयुक्त होते हैं उसे हैं। 
उदाहरणत: 3x — y 2 5, < 5. शिधिल असमिका कहते á 

6.1.2 असमिका का हल 

() चर का वह मान (अथवा चरों के वे मान) जो दी हुई असमिका को बनाता 
हो (बनाते हों) उस असमिका का हल कहलाता है। किसी अपवि दो सी इला का 
समुच्चय उस असमिका का हल समुच्चय कहलाता हे 
अनंत हल हैं क्योंकि एक के बराबर अथवा अधिक मान 
को एक सत्य कथन बनाती हैं। ] के अंतर्गत असमिका 
क्योंकि £का कोई भी वास्तविक मान इसे एक सत्य कथन 


एक असमिका को हल करने के लिए हम : 


6) उसके दोनों पक्षों में समान संख्या जोड़ सकते Š अथवा दोनों पक्षों 

हैं। ऐसा करने पर असमिका का चिह्न परिवर्तित नहीं होता है। हिता स सा स 
Gü) उसके दोनों पक्षों को समान धनात्मक संख्या से गुणा (भाग) कर š भी 
असमिका चिह्न परिवर्तित नहीं होता है। तथापि असमिका के ye: डी है +y koa 
संख्या से गुणा अथवा भाग करने पर असमिका का चिह्न बदल जाता है अर्थात, '>! का faé 
“<? के चिह में परिवर्तित हो जाता है और विलोमत: ; 


> +1<0%( कोई हल नहीं 
न नहीं बनाता है। 
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6.1.3 एक चर वाली रैखिक असमिका के हल का संख्या रेखा पर निरूपण 
एक चर वाली रैखिक असमिका के हल को संख्या रेखा पर निरूपित करने के लिए हम निम्नलिखित 
परिपाटियों (प्रथाओं) का उपयोग करते हैं; 

() यदि असमिका में “2' अथवा «<, के चिह्न सम्मिलित हैं तो हम संख्या रेखा पर एक छायांकित 


वृत्त (*) बनाते हैं जो यह सूचित करता है कि छायांकित वृत्त के संगत संख्या हल समुच्चय में 


सम्मिलित है। 
Gü) यदि असमिका में '>' अथवा 
बनाते हैं जो यह सूचित करता 


6.1.4 रैखिक असमिका के हल का आलेखीय निरूपण 
चरों वाली रेखिक असमिका के हल का किसी तल में आलेखीय निरूपण करने 


“८? के चिह सम्मिलित हैं तो हम संख्या रेखा पर एक वृत्त (0) 
है कि वृत्त के संगत संख्या हल समुच्चय में सम्मिलित नहीं है। 


के लिए हम निम्नानुसार बढ़ते हैं: 
@ यदि असमिका में '>' अथवा “<', के चिह सम्मिलित हैं तो हम संबंधित रेखा के आलेख 
खींचते हैं जो यह सूचित करता है कि रेखा के बिंदु हल 


समुच्चय में सम्मिलित हैं। 

G यदि असमिका में >? अथवा “<' के चिह सम्मिलित हैं तो हम संबंधित रेखा के आलेख 

को बिंदुकित रेखा के रूप में खींचते ë जो यह सूचित करता है कि रेखा के बिंदु हल 
समुच्चय में सम्मिलित नहीं हैं। ! . 

(७) एक चर वाली के हल को संख्या रेखा एवं तल दोनों ही पर निरूपित किया 
जा सकता है परंतु ८८१ by > Oat yi > ax dads wad sats 
७0) के जैसी दो चरों वाली रैखिक असमिकाओं के हल को केवल एक तल पर ही निरूपित 
किया जा सकता है। š 

(०) दो अथवा अधिक असमिकाएँ मिलकर असमिका निकाय बनाती हैं और इस असमिका निकाय 
का हल निकाय में सम्मिलित सभी असमिकाओं का उभयनिष्ठ हल होता है। 

6.1.5 दो महत्त्वपूर्ण नियम 
(a) aa, 8 € R एवं ७ #0, हो तो 


a 
(i) ab > 0 अथवा ra > 


Gü) ab<0 अथवा ‰ 
संख्या 0, तो 
(0) यदि ८ कोई भी धनात्मक संख्या है, अर्थात/? 
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6.2 हल किए हुए उदारहण 


लघु उत्तरीय (S.A.) 
उदाहरण 1 असमिका 3४-5 <2%+7 को हल कीजिए जहाँ 


6) > एक प्राकृतिक संख्या है Gü) > एक पूर्ण संख्या है 
üi) > एक पूर्णाक है Gy) > एक वास्तविक संख्या है 
हल 3x-5<x+7 
=  3x<x+12 (दोनों पक्षों पर 5 जोड़ने पर) 
= 2%<12 (दोनों पक्षों से « घटाने पर) 
= x<6 (दोनों पक्षों को 2 से भाग करने पर) 


6) (1, 2, 3, 4, 5) हल समुच्चय ÈI 

Gü 40, 1, 2, 3, 4, 5) हल समुच्चय है। 

Gü) [....-- 3, - 2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5) हल समुच्चय है। 

Gv) (x:xe R और < 6} हल समुच्चय हैं, अर्थात, 6 से छोटी सभी वास्तविक संख्याएँ हल 
समुच्चय में सम्मिलित हैं। 


उदाहरण 22, को हल कीजिए 
x+5 


x—2 
हल S S2 
x—2 
2 त्त 2>0 [दोनों पक्षों से 2 घटाने पर] 
s i 
x+12 
ú "ruin 0 [दोनों पक्षों को -1 से गुणा करने पर] 


क्योंकि a 
= ~+12>0और*+5<0 [ + £0 => ० तथा b के विपरीत चिह्न हैं] 


अथवा 
24 12<0 और%45>0 
= x>-12 और <— 5 
अथवा 
x<-12 और&>-5 (असंभव) 
इसलिए -12 <४ <-5, अर्थात्‌, x€ (-12, -5) 
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उदाहरण 3 |3-4229 को हल कौजिए। 
हल हमें ज्ञात है कि |3-42129 
3-4४४ -9या3-4४29 [क्योंकि |x| 2 a = x < — a अथवा x 2 a] 


= 
= —4xS _12या-4*26 
-3 दोनों a 
=> x>3q x< ठृ [दोनों पक्षों को -4 से भाग करने पर] 
-3 
5 xE GEF o [3,>) 


उदाहरण 4 18k 2153 को हल कीजिए। 
हल हमें ज्ञात है कि,1 <|४-2£3 
221 और |४-23 


= |x = 
2<-1या*- 221) 


और (-3<2-253) 


= (%— 
= @<1 ४23) एवं (-1£ x<5) 
> आहे पिर ०) और xe [-15] 
दोनों असमिकाओं के हलो को सम्मिलित करने पर 
xe [-1 1] ४ [3,5] 
लागत फलन एवं राजस्व फलन क्रमशः C(a) = 20 x + 4000 एवं 


उदाहरणा 5 किसी उत्पाद के लाग क जवर ls 
R(x) = 60x + 2000 हैं जहाँ 2 निर्मित की गई एवं बेची गई वस्तु की संख्या है। कुछ लाभ अर्जित 
एँ बेची जानी चाहिए? 


करने के लिए कितनी वस्तु: लागत 
हे = राजस्व - ला 
हल हम जानते हैं कि, लाभ ने 2000) - (20x + 4000) 
=40x— 2 


कुछ लाभ अर्जित करने के लिए, 40x — 2000 > 0 


अर्जित करने के लिए निर्माता को 50 से अधिक वस्तुएँ बेचनी चाहिए. 


हल कीजिए। 

हैं जिनमें मापांक (Modulus) का प्रतीक अंतर्विष्ट 
हैं। मापांक के अंदर बाले व्यंजक को शून्य बाबर रो प Ee 0 क्रांतिक बिंदुओं के 
रूप में प्राप्त होते हैं। ये क्रांतिक बिंदु वास्तविक रेखा 
में विभाजित करते हैं। 


1 FL 0, [0, 9) 
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स्थिति ( केस )) जब-००<&<-1 

|+1|+||>3 =-x-1-x>3 > x<-2. 
स्थिति ( केस )-ा जब-1< x<0, 

F| +[|>3 > x+1-x>3 = 1>3 
स्थिति (केस)-[ जब 0< x < =, 

|+॥+||>०३ = x+1+x>3 = x>1. 


(D, (ID एवं (गा) के परिणामों को सम्मिलित करने पर 
xe (= ° ,—2) Ç (À, ee) 


दीर्घ उत्तरीय (1...) 


उदाहरण 7 aka >1 को » के लिए हल कीजिए। 
x 


कि, k + 3| +x J 


हल हमें ज्ञात है 
° x+2 


| x+3 | +x 
x+2 

|x + 3| -2 
x+2 

अब दो स्थितियाँ उत्पन्न होती हैं: 

स्थिति (केस) 1 जब x+320, अर्थात्‌ ८>-3 तब ` 


1>0 


er >0 


+3 -2 _ 
k+3-2 >0 > gto 2 >0 
x+2 ऋक 2 
x+1 
>0 
== x+2 
5 (७५1)>0 और>--2>0) या ४+1< 0 एवं: 2 <0} 
5 {x> -1 और &>-2) या ४<-1 और + < - 2) 
= x>—-1 q[x< -2 
> । x€ (-1, ०) या € € (- ०, — 2) 
L xe (-3,-2) ७ (-1, ०) [क्योंकि x >- 3] 


(असंभव) 


.. (1) 
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स्थिति (केस) |! max +3 < 0, अर्थात्‌ ४ <-3 


|#+3| -2 =p 
>0 >0 
x+2 P x+2 
= —(x+5) >0 x+5 है 
x+2 x+2 


(४+5<0 और%+2>0) या(+5>0 और +2 < 0) 


= 
= (४<- 5 और ४>-2) या (०-5 और: < -2) 
यह असंभव है 
इसलिये xe (-5,-2) ... (2) 
(D) तथा (11) को सम्मिलित करने पर 
ge (शी (s eo) अभीष्ट हल के रूप में प्राप्त होता है। 


निकाय को हल कीजिए; 
८ SS URGE 
2x+1 4’ 4x-1 2 


उदाहरण 8 निम्नलिखित असमिका 


x 1 
हल प्रथम असमिका से या 22 120 
2x+1 


2x—1 >0 
2x+1 , 
(2:-120 और 2:51>0) T (५-1ई0और2141<0 


1 2 2 
GÈ š और हक, या G< और < 2) 
1 


x22 iai * 2 गे 
x€ (-«,-३)०५१ Fd 
6x E 


दूसरी असमिका से दूर] 2 


8x+1 
Ii <0 
Š (8&x+1 >0 और45-1<0) 
1 


=  (&41<0 औरकः-1>0 i 
— य्याळ क) 
8 4 


J J jJ: JJ |] 


नन्हे (x< r: और » > > या @> 
(यह असंभव है) 
i 2 


£ 1 
= " nS जे 
ze न) 
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ध्यान दीजिए (1) और (2) का उभयनिष्ठ हल रिक्‍त समुच्चय है। अतः दिए हुए असमिका निकाय 
का कोई हल नहीं है। 

उदाहरण 9 ऐसी रैखिक असमिकाएँ. ज्ञात कीजिए जिनका हल समुच्चय नीचे दी गई आकृति का 
छायांकित भाग ÈI 


हल 


6) 2४+ 3 =3 पर विचार कीजिए। हम देखते 
हैं कि छायांकित क्षेत्र एवं मूल बिंदु (0, 0) 
इस रेखा की बिपरीत ओर स्थित हैं। मूल 
बिन्दु (0, 0) असमिका 2४ + 3y < 3 को 
संतुष्ट करता है। इसलिए रेखा 2x + 3) = 3 
के संगत असमिका x + 3) >3 होनी चाहिए। 
3x + 4y =18 R विचार कीजिए। हम देखते 
हें कि छायांकित क्षेत्र एवं मूल बिंदु.(0, 0) 
उस रेखा के एक ही तरफ स्थित है और बिंदु 
(0,0) असमिका 3x + 4y < 18 को संतुष्ट आकृति 6.1 
करता है। इसलिए 3x + 4y < 18, रेखा 3x + 4y = 18, की संगत असमिका है। I 
(i) —7x+ 4) = 14 पर विचार कीजिए। आकृति को देखकर यह स्पष्ट है कि छायांकित क्षेत्र एव 
` मूल बिंदु इस रेखा के एक ही ओर स्थित है और बिंदु (0, 0) असमिका - 7x + 4y £ 14 की 
संतुष्ट करता है। इसलिए रेखा —7x + 4y = 14 की संगत असमिका -7 + 4y < 14 है। 
G) 2-69 =3 पर विचार कोजिए। ध्यान दीजिए छायांकित क्षेत्र एवं मूल बिंदु इस रेखा के एक 
ही दिशा में स्थित हैं और बिंदु (0, 0) असमिका ५-6) < 3 को. संतुष्ट करता है। इसलिए रेखा 
x— 6y =3 की संगत असमिका ५-69<3 है। 


Gi 


E 


(v 


~ 


यह भी ध्यान दीजिए कि छायांकित क्षेत्र केवल प्रथम चतुर्थांश में स्थित हैं इसलिए ४2 0,} 2 0. 


अतः (i), (ii), Gü), (iv) va (v) से दिये हुए हल समुच्चय के संगत निम्नलिखित yat 
असमिकाएँ प्राप्त होती हैं: 


2x + 3y 2 3, 3x + 4y < 18, —7x + 4y <14, 
४-69 < 3, # > 0, १ 2 0 
वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न (Objective type) 


10 से 13 तक के उदाहरणों में से प्रत्येक में दिये हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर का चयन AE 
(M.C.Q.): 
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उदाहरण 10 यदि ॥-4>0, तो 
E 
(A) x€ [2, ०) (B) xe (2, ००) (C) xe (- =, 2) ` (D) xe (==,2] 


हल सही विकल्प (B) है। क्योंकि A 20 के लिए |x-2|20, आ 


उदाहरण 11 एक आयत की लंबाई उसकी चौड़ाई का तीन गुना क दि आसत काएन्यूततम परमाप 
(B) लंबाई < 20 सेमी ) 
सेमी (D) लंबाई < 20 सेमी 
है। क्योंकि यदि चौड़ाई 2 सेमी है तो 
2 (3x + x) 2 160 > x220 
उदाहरण 12 x चर वाले असमिका निकाय के हल को नीचे प्रदर्शित संख्या रेखाओं पर निरूपित किया 
गया है, तो ; 
DR e 
-4 3 _3 सक 4 न्स 
आकृति 6.2 ` 
A ee, वी ७० G) (B) xe [-3, 1] 
o | $ | 3 œ, — 4) ०३, ०) (D) xe [-4, 3] 
हल (A) सही विकल्प है। 
अता का उभयनिष्ठ हल (- ° से-4 तक) और 3 से ०० तक ÈI 


उदा इरण 13 यदि |+ 3210, तो 
(8) x€ (- 13, 7) 


(D) x€ | œ, — 13] Ü 7, ००) 


s #;<-19 या x27 i 
= , eC 1 कथन सत्य 
उदाहरण 14 बताइए कि गिरि डि में से कौन-सी 


और कौन-सा असल है! ñ 
® यदि» > और $ <0, ती € ) 
GD) यदि ५) > 0, तो ४>0, और) < 
Gü) यदि xy < 0, तो x> 0, y> 0 =; 
8) यदि x > 5 और अऊ षीम 6 
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(९) 
Gb 
(vii) 
हल 

© 

GD) 
Gü) 
Gv) 

(2) 
(v) 


(vii) 


यदि |x| < 5, तो. € (= 5, 5) 
<>-2 का आलेख आकृति 6.4 है। 
x-y SOR हल समुच्चय आकृति 6.3 ÈI Y 


सत्य, क्योंकि किसी भी असमिका के दोनों पक्षों को 

ऋणात्मक संख्या से गुणा करने पर असमिका का चिह्न 

बदल जाता है। 

असत्य, क्योंकि दो संख्याओं का गुणनफल धनात्मक होता x 
है जब उन दोनों संख्याओं के fag समान होते हैं। J > B 

असत्य, क्योंकि दो संख्याओं का गुणनफल ऋणात्मक होता 

हैं जब उन दोनों संख्याओं के चिह्न विपरीत होते हैं। 

सत्य. 

सत्य, क्योंकि || <5 > 5 < <5 = xe (-5, 5) 
असत्य, क्योंकि x > — 2 के लिए रेखा x = -2 को बिन्दुकित होना चाहिए अर्थात्‌ अभीष्ट क्षेत्र 
में रेखा + = -2 के बिंदु सम्मिलित नहीं हैं। I 

असत्य, क्योंकि बिंदु (1, 0) दी हुई असमिका को संतुष्ट नहीं करता है और यह छायांकित भाग 
का एक बिंदु है। 


आकृति 6.4 


उदाहरण 15 निम्नलिखित में रिक्‍त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 


@ यदि४>-3,तो+5.................. 2 

G) यदि-४<-4,तो22................... 8 

(४) यदि — 0, Lins 2 

Gv) यदि ० < ७ और ८ < 0, तो “............ 2 

c c 
(४) यदि |४-1| < 2, तो - 1..... ४ .... 3 
5 

(५) यदि |3४ - 7| > 2, तो 2 .... 3 या x..3 
(५) यदि p > 0 एवं 4 < 0, तो? + q... p 
हल 

À (>), क्योकि असमिका के चिह्न को परिवर्तित किये बिना उसके दोनों पक्षों में समान संख्या 

जोड़ी जा सकती है। न 
Gü) (2), क्योंकि दोनों पक्षों को-2 से गुणा करने के पश्चात्‌ असमिका का चिह्न बदल जाता है। 


~ 
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Gü) (<), क्योंकि यदि तक 0और ८>0,तो७<0 
Gv) (>), क्योंकि दोनों पक्षों को समान ऋणात्मक संख्या से गुणा 
; गुणा करने पर असमिका 

जाता है। ग 
(७ <) |+-1<2 = -2ई5-12 = 1२3 
(५) (< >), Bx- 7|>2 = 3x-7<- 2 या 3x-7>2 

5 

= x< 3 या. :>3 

(vi) (<), क्योंकि p धनात्मक है और q ऋणात्मक है, इसलिए p + q हमेशा» से छोटा Š! 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न (S-A) 
प्रश्‍न संख्या] से 6 तक की असमिकाओं को% के लिए हल कीजिए: 


4 6 ४-2|-1 
हूं, ess कलश 2. <0 Voal 
x+1 x+1 (>) [५०4४2 1 PE: 2 
2—3x 
x < 
SS 9 


4. |४-1॥ < 5, 22 


: "u ya अ न तो z ल र लागत एवं राजस्व फलन क्रमशः (७) = 2 

7. कैसेट बनाने वाली किसी क॑ [ क्रमशः C) = Kin 6,000 + 30x 

एवं RG) = 43x है, जहाँ: एक सप्ताह में निर्मित किए गए एवं बेचे गए कैसेटों की संख्या है। 

कुछ लाभ अर्जित करने के लिए कंपनी द्वार कितनी कैसेट अवश्य बेचे जाने चाहिए? 

8. किसी तालाब के पानी की सामान्य तब म तो है a ba: के तीन मापों की 
औसत pH पाट्यांक 8.2 एवं 8.5 ध्य रहता > यदि प्रथम दो pH पाठ्यांक 8.48 एवं 
8.35 हैं तो तीसरी दाक क के pH मान का परिसर (रेंज) ज्ञात कीजिए ताकि तालाब के पानी 
की अम्लता I उसमे 

9. 9% अम्ल वाले किसी (लयन को हल्का करने के लिए. 3% अम्ल वाला विलयन 
मिलाया जाता है। इस प्रकार प्राप्त मिश्रण में 5% से अधिक एव 7% से कम अम्ल होना चाहिए। | 

9% वाले विलयन की मात्रा यदि 460 लीटर है तो ज्ञात कीजिए कि 3% वाले विलयन की 

आवश्यकता है? 

किशन आता ws °C तापमान के बीच ही रखना है। फॉरेनहाइट पैमाने पर तापमान 


10. किसी विलयन को 40°C एवं 45 9 
का परिसर (रेंज) ज्ञात कीजिए यदि i pi pE M भुजा सबसे छोटी 

से दुगन एवं सबः 
भुजा सबसे छोटी भुजा ३ S a से अधिक है तो सबसे छोटी 


11. किसी त्रिभुज की सबसे बड़ी भुज 
भुजा से 2 सेमी अधिक है। यदि त्रिभुज का परिमाप 1 66 


भुजा की न्यूनतम लंबाई ज्ञात कीजिए। 


A 


केम 


MISS 
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12. विश्व का सबसे गहरा छेद करते हुए ज्ञात हुआ कि पृथ्वी की सतह से x किमी नीचे का तापमान 
T डिग्री सेल्सियस में =30 + 25 (६-3), 3525 15 होता है। ज्ञात कीजिए कि कितनी 
गहराई पर तापमान 155°C एवं 205°C के मध्य होगा? 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (1...) 
2x+1 S5 x+7 >2 


13. निम्नलिखित असमिका निकाय को हल कीजिए: , 
7x-1 x-8 
नीचे प्रदर्शित आकृति का छायांकित 


14. “ऐसी रैखिक असमिकाएँ ज्ञात कीजिए जिनका हल समुच्चय 
भाग है। 


आ आकृति 6.5 
15. ऐसी रैखिक असमिकाएँ ज्ञात कीजिए जिनका हल समुच्चय नीचे दी हुई आकृति का 


छायांकित भाग है। 


आकृति 6.6 


16. 


17. 


18. 
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सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित रैखक असमिका निकाय का कोई हल नहीं है। 
x+2y <3, 3x +4y > 12, 2>2 0, 921 
निम्नलिखित रैखिक असमिका निकाय को हल कीजिए 


3x+2y224, 3x+y<15,x2 4 
सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित रैखिक असमिका निकाय का हल समुच्चय एक अपरिवद्ध क्षेत्र है। 


2x+y28,x+ 2y 2 10, x 2 0, y 2 0 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न (Objective type) 


प्रश्नों में प्रत्येक के लिए दिये हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर का चयन कीजिए 


19 से 26 तक के 
(M.C.Q.) 
19. यदि% <5, तो 
(A) > न्हे (B) -x<-5 
(O) न (D) -x2-5 
20. दिया हुआ है f x, y, b वास्तविक संख्याएँ हैं और» < y, b < 0, तब 
z yd. ®) Z <> 
(A) b < b Dp 
x १ ७) >>> 
(O) प्र लक 0४ D 
21. यदि-3ॐ४+ 17८-13, वो की. 
(A) xe (10, =) (D) xe [-10, 10) 
(©) xe (- ०, 10] 
22. यदि वास्तविक संख्या है और|#<$ तो (8) -3<x<3 
> ल (D) Pan 
23. x और ७ वास्तविक संख्याएँ हैं। यदि b > ok k xe [- =°, b) 
(A) xE (- b, ०) (D) xE (= s, — b) U (b, ०) 
(C) xe Cb, b) 
24. यदि |४-1| > 5, तो ७) x= + 6] 
(A) xe C 4, 6) (D) se >= = 4) ० [6, <) 
(©) repa- o 6, > 
25. यदि |४+2| < १ तो efi, 
(B) x $ 
00 अब A =) ती आह i i 
००, — 7) v BS 


(©) x€ C 
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26. दिए हुए आलेख को प्रदर्शित करने वाली असमिका निम्नलिखित में से कौन-सी है। 


Y 
> TO _ 
आकृति 6.7 
(A) |x|<5 (B) |x|<5 (©) |x|> 5 (D) |x|> 5 


प्रश्‍न संख्या 27 से 30 तक में» चर वाले किसी रैखिक असमिका के हल को संख्या रेखा पर निरूपित 
किया गया है। प्रत्येक प्रश्‍न में दिए हुये चार विकल्यों में से सही उत्तर का चयन कीजिए (/.०.9.). 


27. (A) xe C= 5) (8) recs *——— 
(C) xe [5,%,) (D) x € 6, ०) आकृति 6.8 


9 
28. (A) xe (Z, °) 


9 
(B) xe [> =°) 


आकृति 6.9 

(©) xe [न्न द्र) 
9 . 

(D) xe (००० >] OPO  —— —>ə— 

7 
7 7 = 
°) (B - २५5 
29. (A) xe ( 2) Eve pz] आकृति 6.10 


7 7 
(O xe [+= (D) x€ G se) 


30. (A) xe (-०,- 2) 
(B) x€ (— ०», — 2] TTT 
(0) xe C 2, =] आकृति 6.11 
D) xe [-2, °) š; 
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31. बताइए निम्नलिखित कथनों में से कौन-सा सत्य है एवं कौन-सा असत्य है? 


() यदिश<) और ४ <0, तो का 


Gü) यदि ५) > 0, तो >> 0 और < 0 

(ii) यदि 2 > 0, तोऽ < 0 और» < 0 

(iv) यदि ५५ <0, तोऽ < 0 और} < 0 

(v) यदि ४ < -5 और श < -2, तो € (-०,-5) 
(vi) यदि x < -5 और x>2 तो € (-5, 2) 
(vii) यदि%>-2 और < 9, तो € 2,9) 
(शा) यदि || > 5, तो xe (-०५- १) ०४ co) 
ax यदि || £ 4, तो xe [- 4, 4] 
60 नीचे दी गयी आकृति x < 3 के आलेख को निरूपित करता है। 


x + P >x 
Y' 
आकृति 6.12 


ह) आकृति ii ४20 के आलेख को निरूपित करता है 
Y 


आकृति 6.13 
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(xii) y < O का आलेख आकृति 6.14 ये eft है। 


X' —— =s. * 


आकृति 6.14 


(पा) ४20 और) <0 का हल समुच्चय आकृति 6.15 में निरूपित है। 
Y 


आकृति 6.15 
(xiv) ४20 और) < 1 का हल समुच्चय आकृति 6.16 में निरूपित है। 
Y 


आकृति 6.16 
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(xv) 2+20 का हल समुच्चय नीचे दी हुई आकृति में ë! 


आकृति 6.17 
निम्नलिखित में रिक्‍त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 
6) a- 4४> 12, तो 2 ... = 3 


32. 


-3 
यदि 4% 23, तोळे 


Gi) 

2 
Gü) यदि +2 ? 0, तो ४ ... -2 
(iv) यदि x>- 5, तो 49... -20 


(v) यदि x > y और 2<0, qI A =Z 
यदि७>0 और 4 < 0, तो/ - 4 7 


(शो) यदि |x+2] > Sy तोळे. = 7 या 2 ... 3 


(शा) यदि-2५+ 1 2 5, तो ॐ, 24 


— sa ° — 


अध्याय 


क्रमचय सचय 


7.1 समग्र अवलोकन (Overview) 

क्रमचय और संचय का अध्ययन दी हुई वस्तुओं में से, बिना उनकी सूची š 

उन्हें व्यवस्थित करने और चुनने की विभिन्न विधियों या प्रकारों की संख्या न त आत 
होता है। कुछ मूलभूत गणन तकनीक हें जो वस्तुओं को व्यवस्थित या चुनने के विभिन्न प्रकारों की 
संख्या निर्धारित करने में उपयोगी रहती हैं। दो मूलभूत गणन सिद्धांत नीचे दिये जारी है. 

गणन के मूलभूत सिद्धांत 


7.1.1 गुणन सिद्धांत ( गणन का मूलभूत सिद्धांत) 

मान लीजिए कि कोई घटना ह के घटित होने के विभिन्न प्रकार 
प्रकार से जुड़े हुए (या संगत) एक अन्य घटना F के घटित होने 
हुए क्रम में दोनों घटनाओं के घटित होने के कुल प्रकारों 
7.1.2 योग सिद्धांत 

यदि कोई घटना के घटित होने के विभिन्न प्रकार # हैं तथा घटना F के घटित होने के विभिन्न प्रकार 


7 हैं, तथा मान लीजिए कि ये दोनों घटनाएँ साथ-साथ घटित नहीं हैं 
होने के कुल प्रकारों की संख्या m + n होती है। मही हो सकती हैं, तो या के घटित 


7.1.3 क्रमचय : क्रमचय वस्तुओं की एक निश्चित क्रम में व्यवस्थता होती है। 

7.1.4 विभिन्न वस्तुओं का क्रमचय : # वस्तुओं में से सभी ओं 

क्रमचयों की संख्या "?, निम्नलिखित से प्राप्त होती है: TI को एक साथ लेकर, उनके 
Pi = l: , 


हो ग -2) ... 3.2.1 है, जिसे क्रमगुणित ““ (1) 
हर मुर n(n — 1) (n ) से n qn क्रमगुणित पढते èi इसे #! भी 


n वस्तुओं में Q वस्तुएँ एक साथ लेकर, उनके क्रमचयों की संख्या "ए निम्नलिखित से + 
P ja r से प्राप्त होती हैः 
5 He 


जहाँ 0 <7 <7 है। हम यह मान लेते हैं कि [051 


र हैं तथा E के घटित होने के प्रत्येक 
ने के विभिन्न प्रकार» है। तब, एक दिये 
की संख्या ॥ x n होती है। 
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7.1.5 जन वस्तुओं की की अनुमति Ë: n वस्तुओं में से, सभी को T साथ लेकर, 
क्रमचयों की संख्या, जब baa पुनरावृत्ति कौ अनुमति हो, “होती है। ४ ह j स 
को एक साथ लेकर क्रमचयों की संख्या, ज वस्तुओं की पुनव RRB 
नहीँ हैं: n वस्तुओं के क्रमचयों की संख्या, जब 7, वस्तुएं 

ja बस्तुएँ प्रकार की हैं तथा शेष यदि कोई 


7.1.6 क्रमचय जब वस्तुएँ भिन भिल 
एक प्रकारं की हैं, p, वस्तुएँ दूसरे प्रका" री ९ 
हो तो विभिन्न प्रकारों की हैं, ड ज्ज्य होती है। 
tp, ` मे केवल ओं में 
v i — जारि के. में न होकर केवल n वस्तुओं में से 
मं कसे ल्ल होता है, जहाँ 


7 वस्तुएँ, चुनने में ही रहती है। फेक संक्षयं दी हुई amaii तें से उ S 
चुनने के क्रम का कोई महत्तव नहीं होता है। n वस्तुओं में से r वस्तुओं के चुनने के पेज ससे 


की संख्या "0, निम्नलिखित से दी जाती हैः 
n! 
"C= nr)! 


टिप्पणियाँ 
1. क्रमचय का प्रयोग कीजिए, यादि किसी समस्या में वस्तुओं को व्यवस्थित करने की संख्या ज्ञात 
करनी है तथा विभिन्न क्रमों को ध्यान में रखा जाना है। 
2. संचय का प्रयोग कीजिए, यदि किसी समस्या में वस्तुओं को चुनने के प्रकारों की संख्या ज्ञात 
करनी है तथा चुनने के क्रम को ध्यान में नहीं रखना है। 


7.1.8 कुछ महत्त्वपूर्ण परिणाम 
मान लीजिए» और / धनात्मक पूर्णाक हैं, ताकि? < n है। 
6) C, = "८... 
(ii) “S + SG |” n+ iC, 
Gi) nC, "त 00020 


7.2 हल किए हुए उदाहरण 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न (S.A.) 
उदाहरण 1 किसी कक्षा में 27 लड़के और 14 लड़कियाँ हैं। किसी कार्यक्रम के 
प्रतिनिधित्व करने के लिए शिक्षक को । लड़के और 1 लड़की का चुनाव करना चाहता 
यह चुनाव कितने प्रकार से कर सकता है? 
` हल यहाँ शिक्षक को दो संक्रियाएँ करनी हैं 
6) 27 लड़कों में से 1 लड़का चुनना (® M लड़कियों में से 1 लड़की चुनना। 


लिए, कक्षा का 
हता है। शिक्षक 


OOO O O OO 


अध्याय 


° 


क्रमचय और संचय 


7.1 समग्र अवलोकन (Overview) 

क्रमचय और संचय का अध्ययन दी हुई वस्तुओं में से, बिना उनकी सूची बनाए, कुछ वस्तुएँ लेकर 
उन्हें व्यवस्थित करने और चुनने की विभिन्न विधियों या प्रकारों की संख्या निर्धारित करने से संबंधित 
होता है। कुछ मूलभूत गणन तकनीक हैं जो वस्तुओं को व्यवस्थित या चुनने के विभिन्न प्रकारों की 
संख्या निर्धारित करने में उपयोगी रहती हैं। दो मूलभूत गणन सिद्धांत नीचे दिये जा रहे हैं- 

गणन के मूलभूत सिद्धांत 


7.1.1 गुणन सिद्धांत ( गणन का मूलभूत सिद्धांत) 
मान लीजिए कि कोई घटना E के घटित होने के विभिन्न प्रकार # हैं तथा ए के घटित होने के प्रत्येक 
प्रकार से जुड़े हुए (या संगत) एक अन्य घटना F के घटित होने के विभिन्न प्रकार » हैं। तब, एक दिये 
हुए क्रम में दोनों घटनाओं के घटित होने के कुल प्रकारों की संख्या x 7 होती है। 
7.1.2 योग सिद्धांत 
यदि कोई घटना E के घटित होने के विभिन्न प्रकार हैं तथा घटना ह के घटित होने के विभिन्न प्रकार 
7 हैं, तथा मान लीजिए कि ये दोनों घटनाएँ साथ-साथ घटित नहीं हो सकती हैं, तो E या 7 के घटित 
होने के कुल प्रकारों की संख्या m + n होती है। 
7.1.3 क्रमचय : क्रमचय वस्तुओं की एक निश्‍चित क्रम में व्यवस्थता होती है। 
7.1.4 विभिन्न वस्तुओं का क्रमचय : n वस्तुओं में से सभी वस्तुओं को एक साथ लेकर, उनके 
क्रमचयों की संख्या ”?, निम्नलिखित से प्राप्त होती है: i ल 
॥ "सट, ... (1) 
जहाँ |n = n(n ~ 1) (४-2) ... 3.2.1 है, जिसे क्रमगुणित # या n क्रमगुणित पढ़ते हैं। इसे #!भी 
लिखते हैं। 
n वस्तुओं में से7 वस्तुएँ एक साथ लेकर, उनके क्रमचयों की संख्या ५, निम्नलिखित से प्राप्त होती हैः 
ही: 
ला 


जहाँ 0 <7 <# है। हम यह मान लेते हैं कि [051 
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7.1.5 जब वस्तुओं की पुनरावृत्ति की अनुमति है: # वस्तुओं में से, सभी को एक 

क्रमचयों की संख्या, जब वस्तुओं की पुनरावृत्ति की अनुमति हो,#"होती है। ८ वस्तुओं में s; 
को एक साथ लेकर क्रमचयों की संख्या, जब वस्तुओं कौ पुनरावृत्ति को अनुमति हो, nr होती š 
n वस्तुओं के क्रमचयों की संख्या, जब», वस्तुएँ 


7.1.6 क्रमचय जब वस्तुएँ भिन्न-भिन्न नहीं हैं; वे 
वस्तुएँ #वें प्रकार की हैं तथा शेष यदि कोई 


एक प्रकारं की हैं, p, वस्तुएँ दूसरे प्रकार की हैं, ..., P, 

हो तो विभिन्न प्रकारों की हैं, — होती हैं 
p! p.!...P. ! 

7.1.7 संचय: अनेक अवसरों पर, हमारी रुचि व्यवस्थित करने में न होकर केवल n वस्तुओं में से 

+ वस्तुएँ चुनने में ही रहती है। एक संचय दी हुई वस्तुओं में से कुछ या सभी को चुनना होता है, जहाँ 

चुनने के क्रम का कोई महत्त्व नहीं होता है। # वस्तुओं में से r वस्तुओं के चुनने के विभिन्न प्रकारों 

की संख्या १८, निम्नलिखित से दी जाती हैः 


n! 
n E = — 
r™ r(n-r)! 


टिप्पणियाँ अंक 
1. क्रमचय का प्रयोग कीजिए, यदि किसी समस्या में T को व्यवस्थित करने की संख्या ज्ञात 

करनी है तथा विभिन्न क्रमों को ध्यान में रखा जाना हैं। 
समस्या में वस्तुओं को चुनने के प्रकारों की संख्या ज्ञात 


2. संचय का प्रयोग कीजिए, यदि किसी .. र 
करनी है तथा चुनने के क्रम को ध्यान में नहीं रखना E! 


7.1.8 कुछ महत्त्वपूर्ण परिणाम 
मान लीजिए» और r धनात्मक पूर्णाक हैं, ताकि 7 £1 है। 


7.2 हल किए हुए उदाहरण 
_ लघु उत्तरीय प्रश्न (S.A.) 
उदाहरण 1 किसी कक्षा में 27 


प्रतिनिधित्व करने के लिए शिक्षक 
यह चुनाव कितने प्रकार से कर सकता है? 


` हल यहाँ शिक्षक को दो संक्रियाएँ करनी हैं: 
लड़कों में से 1 लड़का चुनना। 


लड़के और 14 लड़कियाँ हैं। किसी कार्यक्रम के bs का 
को 1 लड़के और 1 लड़की का चुनाव करना चाहता है। शिक्षक 


14 लड़कियों में से 1 लड़की चुनना। 


Eames 


G) 27 लड Gi) 
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इनमें से पहली 27 विधियों या प्रकारों से तथा दूसरी संक्रिया 14 प्रकारों से की जा सकती है। 
अतः, गणन के मूलभूत सिद्धांत द्वारा, विधियों या प्रकारों की कुल संख्या = 27 x 14 = 378 
उदाहरण 2 
() 99 और 1000 के बीच ऐसी कितनी संख्याएँ हैं, जिनके इकाई के स्थान पर अंक 7 है? 
Gü) 99 और 1000 के बीच ऐसी कितनी संख्याए हैं जिनमें कम से कम एक अंक 7 है? 
हल 
G) सर्वप्रथम ध्यान दीजिए कि इन सभी संख्याओं में तीन अंक हैं। इकाई के स्थान पर 7 है। बीच 
वाला अंक 10 अंकों में से 0 से 9 कोई अंक हो सकता है। सौ के स्थान पर 9 अंकों में से 
1 से 9 कोई भी अंक हो सकता है। अतः, गणन के मूलभूत सिद्धांत द्वारा 99 और 1000 के 
बीच 10 x 9 = 90 संख्याएँ होंगी जिनके इकाई के स्थान पर 7 होगा। 
() तीन अंकों की कुल संख्याएँ जिनमें कम से कम एक अंक 7 है = (तीन अंकों की कुल 
संख्याएँ) -(तीन अंकों की कुल संख्याएँ जिनमें 7 नहीं है)। 
= (9 x 10 x 10) - (8 x 9 x 9) 
= 900 - 648 = 252 : 
उदाहरण नीचे दिया हुआ आरेख निम्नलिखित दो प्रतिबंधों के अंतर्गत कितने प्रकार से रंगा जा सकता है? 


( प्रत्येक छोटे त्रिभुज को तीन रंगों लाल, नीला या हरा में से किसी एक रंग से रंगा जाना है। 
Gi) किन्हीं दो आसन क्षेत्रों में एक ही रंग न हो। 


हल ये प्रतिबंध तभी संतुष्ट होते हैं जब हम ठीक इस प्रकार से करते हैं: पहले : I 
तीनों रंगों में से किसी एक रंग से रंग दीजिए। इसके बाद शेष तीन त्रिभुजं x a, 
एक रंग से रंग दीजिए। ` l 
गणन के मूलभूत सिद्धांत द्वारा, इसको रंगने के प्रकारों की कुल संख्या = 3 2x2 y m 
उदाहरण 4 5 बच्चों को एक पंक्ति में किस प्रकार व्यवस्थित किया जा सकता है, ताकि 
() दो विशेष बच्चे सदैव साथ-साथ रहें? (ii) दो विशेष बच्चे साथ-साथ कभी न रहें 
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हल 


6) हम 2 विशेष बच्चों को एक मान कर व्यवस्थाओं पर विचार करते हैं और इसीलिए शेष 4 बच्चे 


al = 24 प्रकार से व्यवस्थित किये जा सकते हैं। पुनः, ये दोनों विशेष बच्चे परस्पर दो प्रकारों 
से व्यवस्थित किये जा सकते हैं। अतः, व्यवस्थित करने के कुल प्रकार 24 x 2 so 
ह) पाँच बच्चों के कुल 5! = 120 क्रमचयों में से 48 में दो विशेष बच्चे सदैव साथ-साथ हैं। अतः 
2 क्रमचयों में ये दोनों विशेष बच्चे कंभी भी साथ-साथ नहीं रहेंगे। य 


शेष 120-48 = 7 
उदाहरण 5 यदि शब्द AGAIN के अक्षरों के सभी क्रमचयों को उसी क्रम में व्यवस्थित किया जाये 
जैसे कि एक में आते हैं, तो 49वाँ शब्द क्या है? 
अन्य चार अक्षरों को व्यवस्थित करने के 4! = 24 प्रकार हैं। 


हलः अक्षर # से प्रारंभ करने पर, अ 
ये प्रथम 24 शब्द होंगे। इसके बाद,6 से प्रारंभ करते हुए, A, ^, 1 और) को व्यवस्थित करने के 


! हें v 
4! _12 हैं। ये अगले 12 शब्द हैं। इसके बाद 37र्वो शब्द 1 से प्रारंभ होगा। 1 से प्रारंभ 


प्रकार 


21111! 
करते हुए, यहाँ पुनः 12 शब्द हैं। इससे अब तक कुल 48 शब्द हो जाते हैं। अतः, 49वाँ शब्द 
NAAGI है। 
और 2 जैविकी की पुस्तकें कितने प्रकारों 


उदाहरण 6 एक सेल्फ पर 3 गणित, 4 इतिहास, 3 रसायन 
हैं यदि एक ही विषय की सभी पुस्तकें एक साथ रहें? 


हल सर्वप्रथम हम एक ही विषय की पुस्तकों को एक इकाई मानते हैं। इस प्रकार, यहाँ 4 इकाइयाँ 
हैं, जिन्हें 4! = 24 प्रकारों से किया जा सकता है। अब प्रत्येक व्यवस्था में, गणित की पुस्तकें 
3, प्रकार से व्यवस्थित की जा सकती हैं, इतिहास की पुस्तकें 4! प्रका, 1 रसायन की पुस्तकें 3! 
प्रकार से तथा जैबिकी की पुस्तकें 2! प्रकार से व्यवस्थित की जा सकती हैं। अतः, व्यवस्थित करने 
के कुल प्रकारों की संख्या = 4! x 3! x 4! X 3! x 2! = 41472 ही 

उसे प्रत्येक भाग & और 8 में से 


उदाहरण 7 किसी विद्यार्थी को 10 प्रश्नों के उत्तर देने हैं, जबकि ` हे 
भाग में 6 प्रश्न हैं और भाग 8 में 7 प्रश्न हैं, तो वह विद्यार्थी 


कम से कम 4 प्रश्न चुनने हैं। यदि भ 
कितने प्रकार से 10 प्रश्न चुन सकता है? 
हल: संभावनाएँ इस प्रकार हैं; 

भाग A में से 4 और भाग Bमें से 6 
या माग A में से 5 और भाग Bš से 5 
या भाग A में से 6 और भाग BÄ से 4 


अतः, अभीष्ट प्रकारं की संख्या हैः 
७0, x "Ce + 6C, x "C, + 6C, x "C, 


=105 + 126 + 35 = 266 
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दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A.) 
उदाहरण 8 मान लीजिए कि पुरुष और n महिलाओं को एक पंक्ति में इस प्रकार बैठाया जाना 
हे कि कोई दो महिलाएँ साथ-साथ न रहें। यदि» > n है, तो दर्शाइए कि उनको बैठाये जाने के प्रकारों 
m!(m+1)! 
(m-n+1)! l 
हल मान लीजिए कि पुरुष (M) अपनी सीट पहले ले लेते हैं। उन्हे "P प्रकार से बैठाया जा सकता 
है, जैसा कि नीचे दी आकृति में दर्शाया गया है 
[1 ५ [1 ४ [1] .. DMO 
पहला दूसरा mal 

उपरोक्त आकृति से आप देख सकते हैं कि महिलाओं के लिए यहाँ (m + 1) स्थान हैं। यह दिया 

है कि ॥८>7 है और कोई दो महिलाएँ साथ-साथ नहीं बैठ सकती हैं। अत: # महिलाएँ अपनी सीट 


CIDP प्रकार से ले सकती हैं और इसीलिये बैठने के कुल प्रकारों की संख्या इस प्रकार हो जिसमें 
कोई दो महिलाएँ साथ-साथ न बैठें 


की संख्या 


m!(m+1)! 
(m-n+1)! 
उदाहरण 9 किसी सिनेमा हॉल में तीन दंपत्ती-युग्मों को एक पंक्ति में बैठाना है जिसमें 6 सीटें है। 
यदि युग्मों को एक दूसरे से अलग बैठना है, तो उन्हें कितने प्रकार से बैठाया जा सकता है? उनके 
बैठने के प्रकारों की संख्या उस स्थिति के लिए भी ज्ञात कीजिए, जब सभी महिलाएँ एक साथ 
बैठती हैं। 
हल आइए दंपत्ती-युग्मों को 5,, 5, और $, से व्यक्त करें, जहाँ प्रत्येक युग्म को एक एकल इकाई माना 
गया है, जैसा कि नीचे आकृति में दर्शाया गया हैः 
; FE] 
पहला दूसरा तीसरा 

तब युग्मों के बैठने के प्रकारों की संख्या ताकि वे एक दूसरे से अलग बैठें = 3] = 6 

पुनः प्रत्येक युग्म परस्पर 2! प्रकारों से बैठ सकता है। अतः, बैठने के कुल प्रकारों की संख्या 
ताकि युग्म एक-दूसरे से अलग बैठें = 3! ५ 2! x 2! > 2! = 48 
पुनः, यदि तीनों महिलाएँ एक साथ बैठती हैं, तो आवश्यक Š कि तीनों पुरुषों को एक साथ बैठना 
होगा। साथ ही, पुरुष और महिलाएँ परस्पर 2! प्रकारों से बैठ सकते हैं। अतः, उन प्रकारों की संख्या 
जब सभी महिलाएँ एक साथ बैंठंती हैं = 3! x 3! x 2! = 72 
उदाहरण 10 एक छोटे गाँव में, कुल 87 परिवार हैं जिनमें से 52 परिवारों में अधिकतम 2 बच्चे हैं। 
एक ग्रामीण विकास योजना में, सहायता के लिए 20 परिवारों का चयन किया जाना है, जिनमें से कम 


CPx ("P )= 
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से कम 18 परिवार अधिकतम 2 बच्चों वाले होने चाहिए। यह विकल्प कितने प्रकारों से किया जा 
सकता है? 

हल यह दिया है कि 87 परिवारों में से 52 परिवार ऐसे हैं जिनमें अधिकतम 2 बच्चे हैं। अतः, शेष 
35 परिवार अन्य प्रकार के हैं। प्रश्नानुसार, ग्रामीण विकास योजना के अंतर्गत 20 परिवार ज्य. के 
लिए चुने जाने हैं, जिनमें कम से कम 18 परिवार अधिकतम 2 बच्चों वाले होने चाहिए। अत: संभावित 


विकल्पों की संख्या निम्नलिखित हैः 
3C, (18 परिवार अधिकतम 2 बच्चों वाले और 2 अन्य प्रकार के परिवार) 


RC, 

18 
52C x SC, (19 परिवार अधिकतम 2 बच्चों वाले और 1 अन्य प्रकार का परिवार) 
5202, (सभी 20 परिवार अधिकतम 2 बच्चों वाले) 


अतः, संभव विकल्पों कौ कुल संख्या है 

(> G E SC X SG, * I 
उदाहरणा 1! एक लड़के के पास 3 लाइब्रेरी टिकट हैं तथा लाइब्रेरी में उसकी रुचि की 8 पुस्तकें 
हैं। इन 8 में से वह गणित भाग ॥ तब तक नहीं लेना चाहता जब तक कि गणित भाग- भीनले 
ली जाए। वह लाइब्रेरी से तीन पुस्तकें कितने प्रकार से ले सकता है? 


हल आइए निम्नलिखित स्थितियों को लें: 
स्थति (i) वह लड़का गणित भाग-]ा लेता है। तब 
की संख्या °C, = 6 है। 

स्थिति (1) वह लड़का गणित kuu नहीं लेता है। तब संभव 
अतः, विकल्पों की कुल संख्या 35 + 6 = 41 है। 
उदाहरणा 12 n विभिन्न वस्तुओं में / वस्तुएँ एक साथ लेकर 
दो विशेष वस्तुएँ एक साथ रहें। 

हल दो विशेष वस्तुओं वाले एक बंडल को 7 स्थानों पर (7-1) 
तथा बंडल की दोनों वस्तुएँ स्वयं |2 प्रकार से व्यवस्थित की जा सकती 
, प्रकारों से व्यवस्थित की जाएंगी। 

मूलभूत सिद्धांत के प्रयोग द्वारा, क्रमचयों 


ब, वह गणित भाग- भी लेगा। अतः, संभव विकल्पों 


विकल्पों की संख्या “८,535 


र क्रमचयों की संख्या ज्ञात कीजिए, जिससे 


विधियों से रखा जा सकता है (क्यों?) 
ती हैं। अब (४-2) वस्तु 


(r-2) स्थानों पर", 
इस प्रकार, गणन के 


9267-1० टीक होगी! 


| की वांछित संख्यान 
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वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


नीचे दिये हुए उदाहरणों में, उनके सम्मुख दिये चारों विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए (M.C.Q.) 
उदाहरण 13 4 और B के बीच चार बस मार्ग हैं तथा B और C के बीच तीन बस मार्ग ë! एक व्यक्ति 
BÀ होकर ^ से € तक जाने में बस द्वारा राउंड यात्रा (0०10 trip), अर्थात्‌ आने-जाने की यात्रा कर 
सकता है। यदि वह एक बस मार्ग का एक से अधिक बार प्रयोग नहीं करना चाहता है, तो वह आने-जाने 
की यात्रा कितनी विधियों से कर सकता है? 

(A) 72 (8) 144 (0) 14 (0) 19 
हल (A) सही उत्तर है। नीचे दी आकृति में, A से B तक 


"4 बस मार्ग हैं और B से C तक 3 मार्ग हैं। अतः, À से (तक जाने के लिए, 4x 3 = 12 प्रकार या 
अविधियाँ हैं। यह आने-जाने की यात्रा है, इसलिए वह व्यक्ति € से 4,5 से होकर वापस भी जाएगा। 
यह प्रतिबंध है कि वह C से B और फिर B से A उसी बस मार्ग से यात्रा नहीं कर सकता जिससे 
वह गया था, अर्थात्‌ वह उसका एक से अधिक बार प्रयोग नहीं कर सकता। अतः, वापसी यात्रा के 
लिए, 2 x 3 = 6 विधियाँ हैं। अतः, वांछित विधियों की कुल संख्या = 12 x 6 = 72. 
उदाहरण 14 7 पुरुष और 5 महिलाओं में से 3 पुरुष और 2 महिलाओं वाली एक कमेटी निम्नलिखित 
में से कितने प्रकार से बनायी जा सकती हैं? 
(७) 45 (8) 350 (0) 4200 (0) 230 
हल (B) सही उत्तर है। 7 पुरुषों में से 3 पुरुष “८, प्रकार से चुने जा सकते हैं तथा 5 महिलाओं में 
से 2 महिलाएँ 5८, प्रकार से चुनी जा सकती हैं। अत:, कमेटी चुनने के प्रकारों की संख्या 
7८, 6, = 350 है। 
उदाहरण 15 शब्द *EAMCOT”' के सभी अक्षरों को विभिन्न संभव प्रकारों से व्यवस्थित किया जाता 
ŠI ऐसी व्यवस्थाओं के कुल प्रकारों, जिनमें कोई भी दो स्वर साथ-साथ नहीं होंगे, की संख्या है 
(७) 360 (8) 144 (८) 72 (D) 54 
हल (8) सही उत्तर है। हम जानते हैं कि यहाँ 3 व्यंजन हैं और 3 स्वर E, A और O हैं। क्योंकि किन्ही 
भी दो स्वरों को एक साथ नहीं रहना है, अत: इनके स्थान '%' से अंकित किये गये हैं: X M 
X CX T ये स्वर %, प्रकार से व्यवस्थित किये जा सकते हैं तथा 3 व्यंजन (3 प्रकार से व्यवस्थित 
किए जा सकते हैं। अतः, प्रकारों की वांछित संख्या = 3! x P, = 144. 
उदाहरण 16 वर्णमाला के 10 विभिन्न अक्षर दिये हुए हैं। इन दिये हुए अक्षरों से.5 अक्षरों वाले शब्द 
बनाये जाते हैं तब उन शब्दों की संख्या, जिनमें कम से कम एक अक्षर की पुनरावृत्ति होगी। 
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(A) 69760 (B) 30240 (C) 99748 (D) 99784 
हल (^) सही विकल्प ÈI 5 अक्षरों वाले शब्दों की संख्या (जबकि एक अक्षर कौ पुनरावृत्त हो सकती 
हे) -105। पुनः, 5 भिन्न-भिन्न अक्षरों वाले शब्दों की संख्या = P, अतः, वाँछित शब्दों की संख्या 
= कुल शब्द - उन शब्दों की संख्या जिनमें किसी अक्षर की पुनरावृत्ति न हो 
= 105 - P, = 69760 
उदाहरण 17 विभिन्न रंगों के 6 झंडों में से एक या अधिक झंडों का प्रयोग करते हुए, दिये जा सकने 


वाले संकेतों की संख्या है- 
(B) 1956 (©) 720 D) 21 


एक झंडे के प्रयोग से दिये जा सकने वाले संकेतों की संख्या = P = 6 
दो झंडों के प्रयोग से दिये जा सकने वाले संकेतों की संख्या = °P, = 30 

तीन झंडों के प्रयोग से दिये जा सकने वाले संकेतों की संख्या = P, = 120 
चार झंडों के प्रयोग से दिये जा सकने वाले संकेतों की संख्या = P, = 360 
पाँच झंडों के प्रयोग से दिये जा सकने वाले संकेतों की संख्या = °P, = 720 
छः झंडों के प्रयोग से दिये जा सकने वाले संकेतों की संख्या = °P, = 720 


अतः, एक समय पर एक या अधिक झंडों का प्रयोग करते हुए दिये जा सकने वाले संकेतों की कुल संख्या 
1956 (योग सिद्धांत के प्रयोग से) 


6 + 30 + 120 + 360 + 720 + 720 = 

उदाहरण 18 किसी परीक्षा में, तीन बई, प्रश्‍न हैं तथा ऐसे प्रत्येक प्रश्‍न में चार विकल्प 
हैं। उन विधियों की संख्या, जिनसे कोई विद्यार्थी सभी उत्तर सही करने में असफल रहेगा, हैः 

(A) 1 (B) .12 c ç 27 a (0) 63 
हल सही विकल्प (D) है। यहाँ तीन बह विकल्पीय प्रश्न हैं, Ë से प्रत्येक में चार संभव उत्तर हैं। 
अतः, संभव उत्तरों की कुल संख्या 4 x 43८45 64 इन संभव उत्र में से केवल एक ही प्रकार 
के सभी उत्तर सही हो सकते हैं। अतः, उन विधियों की संख्या, जिनमें कोई विद्यार्थी सभी उत्तर सही 
देने में असफल रहेगा = 64-1 = 63 
उदाहरण 19 सरल रेखाएँ॥, ८; और ।, एक ही तल में हैं 
कुल n बिंदु और 1, पर कुल (बिंदु लिये जाते हैं। इन बिंदुओं 
त्रिभुजों की अधिकतम संख्या è- 

(A) (m +n + KC, (B) (mint BC, = 

i (0) "c, x "0, x 


और समांतर हैं। ॥ पर कुल m बिंदु, ८ पर 
को शीर्ष लेते हुए बनाये जा सकने वाले 
nG, = = ‘C, 

iC 

(0) "C, + "C, + es कद ह न त्रिभुज देने चाहिए। परंतु 
हल (B) सही उत्तर है। यहाँ कुल (m +n + Ë) बिंदु हैं, जिन्हें ”*" बनेंगे, जिनसे कोई त्रिभुज प्राप्त 
1, पर स्थित m बिंदुओं में से 3 बिंदु एक सा i Sa जो कौ वांछित संख्या 
नहीं होगा।- इसी प्रकार "ट; और tC, त्रिभुज भी प्राप्त नहीं होंगे। अतः, त्रि 

= m+n+ nC, न्या गटर á n€, = IG, 
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7.3 प्रश्नावली 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न 


1. 


आठ कुर्सियों को संख्या 1 से 8 तक अंकित किया गया है। दो महिलाएँ और 3 पुरुष इनमें 
से एक-एक कुर्सी पर बैठना चाहते हैं। पहले महिलाएँ 1 से 4 अंकित कुर्सियों पर बैठने का 
चयन करती है तथा बाद में पुरुष शेष कुर्सियों पर बैठने का चयन करते हैं। संभव व्यवस्थाओं 
को कुल संख्या ज्ञात कीजिए। 

[संकेतः 1 से 4 तक अंकित कुर्सियों पर 2 महिलाएँ "ए, प्रकार से बैठ सकती है। 3 पुरुष शेष 
कुर्सियों पर %, प्रकार से बैठ सकते हैं।] 


. यदि शब्द RACHIT के अक्षरों को सभी ऐसे संभव प्रकारों से व्यवस्थित किया जाता है, जैसे 


वे शब्दकोश में लिखे होते हैं, तब इस व्यवस्था में RACHIT कौन से स्थान पर रहेगा? 
[संकेतः प्रत्येक स्थिति में ^, C, H, और 1 से प्रारंभ होने वाले शब्दों की संख्या 5! है] 


« एक प्रत्याशी को 12 प्रश्नों में से 7 प्रश्नों के उत्तर देने हैं, जो दो समूहों में हैं प्रत्येक समूह में 


6 प्रश्‍न हैं। वह किसी भी समूह में से 5 प्रश्नों से अधिक प्रश्‍न नहीं कर सकता है। प्रश्नों को 
करने के विभिन्न प्रकारों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


. एक तल में दिये 18 बिंदुओं में से, केवल पाँच बिंदुओं को छोड़कर जो सरेख है, कोई भी तीन बिं 


एक ही रेखा में नहीं हैं। इन बिंदुओं को मिलाने से बनने वाली रेखाओं की संख्या ज्ञात कीजिए। 
[संकेतः सरल संख्याओं की संख्या = ९, - C, + 1] 


« हम 8 व्यक्तियों में से 6 व्यक्ति चुनना चाहते हैं, परंतु यदि व्यक्ति A चुना जाता है, तो व्यक्ति 


8 भी चुना जाना चाहिए। यह चयन कितनी विधियों से किया जा सकता है? 


. 12 व्यक्तियों में से 5 व्यक्तियों की कमेटी एक अध्यक्ष के साथ कितने प्रकार से चुनी जा 


सकती हे? 
[संकेत: अध्यक्ष 12 प्रकार से चुना जा सकता है तथा शेष को 110 प्रकार से चुना जा सकता èi 


. कितनी ऑटोमोबाइल लाइसेंस प्लेटें बनायीं जा सकती हैं, यदि प्रत्येक प्लेट में दो भिन्न अक्षर 


हैं और उनके बाद तीन भिन्न-भिन्न अंक आते हैं? 


, एक थैले में 5 काली और 6 लाल गेंदें हैं। इस थैले में 2 काली और 3 लाल गेंदें निकालने 


की विभिन्न विधियों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


, भिन्न वस्तुओं में से 7 वस्तुएँ एक साथ लेकर बनने वाले क्रमचयों की संख्या ज्ञात कीजिए, 


जिनमें 3 विशेष वस्तुएँ एक साथ रहनी चाहिएं। 
शब्द ‘TRIANGLE के अक्षरों से कुल बनाये जा सकने वाले शब्दों की संख्या ज्ञात कीजिए 
ताकि कोई भी स्वर एक साथ न रहे। 


. 6000 से बड़े और 7000 से छोटे उन धनात्मक पूर्णाकों की संख्या ज्ञात कीजिए, जो 5 से 


विभाज्य हैं, जबकि किंसी भी अंक की पुनरावृत्ति न हो। 
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.. P 81 इन 10 व्यक्तियों में से 5 व्यक्तियों को एक पंक्ति 


12. 10 व्यक्तियों के नाम?,, Py ?;, - 
में, रहे तथा P, और P, न रहें। ऐसी सभी संभव 


में व्यवस्थित करना है, ताकि प्रत्येक व्यवस्था 
व्यवस्थाओं की संख्या ज्ञात कीजिए। 
[संकेतः व्यवस्थाओं की वाँछित संख्या = 'ट, x 5!] 
13. एक हॉल में 10 लैम्प हैं। इनमें से प्रत्येक को स्वतंत्र रूप से “स्विच ऑन' किया जा सकता 
हे। उन विधियों कौ संख्या ज्ञात कीजिए जिनसे उस हॉल को प्रकाशित किया जा सकता है। 


[संकेतः वाँछित संख्या = 2° - 1] 
चार लाल गेंदें हैं। इस बॉक्स में से तीन गेंद कितने 


14. एक बॉक्स में, दो सफेद, तीन काली और 
प्रकार से निकाली जा सकती हैं, यदि इनमें कम से कम 1 काली गेंद अवश्य हो। 


प्रका 
[संकेतः प्रकारों की वाँछित संख्या = C, x $C, + 3C, x °C, + °C] 
15. यदि",_, = 36, "C, = 84 और "0, , , = 126, तो "८ ज्ञात कौजिए। 


n (E n Ç 
[संकेत: वाँडित संख्या Tm और T, का प्रयोग करते हुए, #का मान ज्ञात करने के लिए 
r+1 r. 


समीकरण बनाइए॥] ataq 
16. अंक 3, 5, 7, 8 और 9 से बनाये जा सकने वाले 7000 से बडे पूर्णाकों की संख्या ज्ञात कीजिए 
जिनमें किसी भी अंक की पुनरावृत्ति न हो। = SA 
[संकेत: 7000 से बड़े चार अंकों के अतिरिक्त, पाँच अंकों से बने सभी पूर्णाक 7000 से बड़े 
होंगे] को 
17. यदि एक तल में 20 रेखाएँ ऐसी खींचौ जाएँ कि इनमें से कोई E समांतर न हों और कोई भी 
तीन संगामी न हों, तो वे परस्पर कितने बिंदुओं पर "का करेंगी? | 
, किसी शहर में, सभी टेलीफोन नंबर 6 अंकों के हैं; जिनमें mq श गट वा 30 
या 62 हैं तो कितने टेलीफोन नम्बरों में सभी 6 अंक भिन्न-भिन्न ' ? 
19. एक परीक्षा में, एक विद्यार्थी को 5 प्रश्नों में से 4 प्रश्नों के उत्तर देने हैं। परंतु मरन 1 और 2 अनिवार्य 
है। उन विधियों की संख्या ज्ञात कीजिए जिनसे वह विद्यार्थी उत्तर देने के विकल्प चुन सकता है। 
20. एक उत्तल बहुभुज के 44 विकर्ण हें। उसकी भुजाओं की संख्या ज्ञात कीजिए। 
[संकेतः n भुजाओं वाले बहुभुज में विकणों की संख्या (८; - n) होती à] 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A.) 


21. 18 चूहों को दो प्रायोगिक समूहों और एक नियंत्रण समूह में रखा जाता है, जबकि सभी समूह 


समान रूप से विशाल हैं। ये चूहे इन समूहों में कितने प्रकार से रखे जा सकते हैं? 

में कंचे और 5 लाल कंचे Š में कंचे निकालने की कुल 

22. एक थैले में 6 सफेद कंचे और 5 लाल कंचे हैं। इस d में से चार कं - 
विधियाँ ज्ञात कीजिए, यदि (a) वे किसी भी रंग के हों, (0) दो सफेद और दो लाल रंग के 
हों तथा (८) ये सभी एक ही रंग के हों। 


त ह. 
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23. 


24. 


25. 


16 खिलाड़ियों में से 11 खिलाडियों की कितनी फुटबॉल टीमें चुनी जा सकती हैं? इनमें से 
कितनी टीमों में, 

G) 2 विशेष खिलाड़ी सम्मिलित होंगे? 

Gü) 2 विशेष खिलाड़ी टीम से बाहर होंगे? 
11 विद्यार्थियों वाली एक खेल-कूद टीम बनायी जानी है, जिसमें कक्षा XI से कम से कम 
5 और कक्षा XII से कम से कम 5 विद्यार्थी लिये जाने चाहिए। यदि इन कक्षाओं में से प्रत्येक 
में 20 विद्यार्थी हैं, तो यह टीम कितने प्रकार से बनायी जा सकती है? 
किसी समूह में 4 लड़के और 7 लड़कियाँ हैं। इनसे 5 सदस्यों वाली एक टीम किस प्रकार 
बनाई जा सकती है, यदि टीम में 

6) कोई लड़की नहीं है? 

Gi) कम से कम एक लड़का और एक लड़की है? 

Gü) कम से कम तीन लड्कियाँ हैं? 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 
प्रश्‍न 26 से 40 में, दिये हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए (M.C.Q) 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


यदि ",, = "C, n बराबर है 


(A) 20 (B) 12 (©) 6 (D) 30 
यदि एक सिक्के को 6 बार उछाला जाता है तो संभव परिणामों की संख्या है 
(A) 36 (B) 64 ( 12 (D) 32 


अंक 2, 3, 4 और 7 को केवल एक बार प्रयोग अंकों 

सकने वाली विभिन्‍न संख्याओं की कुल संख्या है त दला चा मति जाती या 
(A) 120 (B) 96 (C) 24 D) 100 
अंक 3, 4, 5 और 6 को एक साथ लेकर उनकी =i 

"sky obrok haku मे जोर हे सहायता से बनायी जा सकने वाली सभी 
(A) 432 š (B) 108 (© 36 (D) 18 

4 स्वर और 5 व्यंजनों में से 2 स्वर और 3 व्यंजन लेकर बनाये जा सकने वाले शब्दों की कुल 
संख्या बराबर है : 

(A) 60 (B) 120 (C) 7200 (D) 720 
अंक 0, 1, 2, 3, 4 और 5 का बिना पुनरावृत्ति के प्रयोग करने पर, 3 से विभाज्य पाँच अंकों 
की संख्या बनायी जाती है। ऐसा करने के प्रकारों की कुल संख्या है 

(A) 216 Œ) 60७ (८) 240 (0) 3125 
[संकेतः पाँच अंकों की सख्याएं अंक 0.1, 2, 4, 5 या अंक, 1, 2, 3, 4, 5 का प्रयोग करके 
बनायी जा सकती है, क्योंकि इन स्थितियों में अको का योग 3 से विभाज्य हौ] 
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32. एक कमरे में प्रत्येक व्यक्ति प्रत्येक अन्य व्यक्ति से हा 

गये हैं। इस कमरे में व्यक्तियों की संख्या है थ मिलाता है। कुल 66 हाथ मिलाये 

(A) 11 (B) 12 (O) 13 
बिंदुओं A 5 

12 बिंदुओं के एक समुच्चय के बिंदुओं को शीर्ष मानते हुए, जिनमें से 7 क व = 


33. 
में हैं, बनाये जा सकने वाले त्रिभुजाओं की संख्या हे 
(A) 105 (B) 15 (©) 175 (D) 185 

३4. चार समांतर रेखाओं वाले एक समुच्चय की रेखाओं द्वारा तीन समांतर रेखाओं वाले एक समुच्चय 
की रेखाओं को प्रतिच्छेद करने पर बन सकने वाले समांतर चतुर्भुजों की संख्या है si 
(A) 6 (B) 18 © 2 (D) 9 

35. 22 खिलाड़ियों में से 11 खिलाड़ियों की टीम बनाने की संख्या, जब उनमें से 2 को सदैव 
सम्मिलित किया जाए और 4 को सदैव छोड़ दिया जाए, बराबर है g 
(A) “Cu (B) "C, (© "C, (D) >C 

36. कमसे कम एक अंक की पुनरावृत्ति वाले 5 अंक के टेलीफोन नंबरों की संख्या है i 
(A) 90,000 (B) 10000 (C) 30240 (D) 69,760 

37. चार पुरुष और छः महिलाओं में से एक कमेटी इस प्रकार चुननी है कि उसमें कम से कम 
दो पुरुष हों तथा उनसे दोगुनी महिलाएँ हों। कमेटी को चुनने के प्रकारों की संख्या है 
(A) 94 (8) 126 (O) 128 (0) कोई नहीं 

38. 9 अंकों वाली ऐसी संख्यांक जिनके सभी अंक भिन हों, हैं: 

(७) 10! (B) 9! (C) 9x9! (D) 10x10! 

39. शब्द ARTICLE के सभी अक्षरों से बनाए जा सकने वाले शब्दों की संख्या जिसमें, स्वर सम 
स्थानों पर रहे, हैः 
(A) 1440 (8) 144 
(ey; 7! (D) “C,x °G, 

40. पाँच विभिन्न हरे रोगन, चार विभिन्न नीले रोगन तथा तीन विभिन्न लाल रोगन के दिये रहने 
पर, कम से कम एक हरे रोगन एक नीले रोगन को लेते हुए, चयन किये जा सकने वाले 
रोगनों के संचयों की संख्या है 
(A) 3600 (B) 3720 (C) 3800 (D) 3600 

रेगन और तीन लाल रोगनों का चयन करने अथवा चयन न करने 


[संकेतः 5 हरे रोगन, 4 नीले 
के प्रकारों कौ संख्याएँ क्रमशः 2°, 2* 

प्रश्‍न 41 से 50 तक रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए 

41. यदि, = 840 और "C, = 35, तो 7 = 

42. SC, + 5८, - 5० - 5C,= =— 

43. ॥ विभिन्‍न वस्तुओं में से r वस्तुएँ एक साथ लेकर, पुनरावृत्ति की अनुमति के साथ, क्रमचयों 
की संख्या I 


RITE as 
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44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


शब्द INTERMEDIATE के अक्षरों से बनाये जा सकने वाले विभिन्न शब्दों की संख्या 
~ है, जबकि दो स्वर कभी एक साथ नहीं आते हैं। 

[संकेतः 6 व्यंजन, जिनमें दो एक जैसे हैं, को व्यवस्थित करने के प्रकारों की संख्या s è 
तथा स्वरों को व्यवस्थित करने के प्रकारों की संख्या = PX t x = ] 

एक थेले में से, जिसमें 5 लाल, 4 सफेद और 3 काली गेंदें हैं, तीन गेंदें निकाली जाती हैं। 


उन विधियों की संख्या जिनमें ऐसा किया जा सकता है, जिसमें कम से कम 2 लाल गेंद हों, 
है। 


ऐसी 6 अंकों की संख्याओं की संख्या, जिनमें सभी अंक विषम हैं, है। 


एक फुटबॉल चैम्पियनशिप प्रतियोगिता में 153 मैच खेले गये। प्रत्येक दो टीमों ने एक दूसरे के 
साथ एक-एक मैच खेला। इस प्रतियोगिता में प्रतिभागी टीमों की संख्या है। 

छः `+ और चार *— चिन्हों को एक पंक्ति में इस प्रकार व्यवस्थित करने की संख्या कि कोई 
दो - चिन्ह एक साथ न रहें है। 

10 पुरुष और 7 महिलाओं में से 6 व्यक्तियों की एक कमेटी ऐसी बनायी जानी है कि उसमें 
कम से कम 3 पुरुष और 2 महिलाएँ रहें। कितने प्रकारों से ऐसा किया जा सकता है, यदि दो 
विशेष महिलाओं ने एक ही कमेटी में रहने के लिए मना कर दिया है की संख्या है। 
[संकेत कम से कम 3 पुरुष और 2 महिलाएँ: तरीकों की कुल संख्या - 1C, x7C,+ "C, 
xC, दो विशेष महिलाएँ सदैव साथ रहें, तब तरीकों की संख्या = VC, + NC, x5C, mA की 


कुल संख्या, जब दो विशेष महिलाएँ कभी एक साथ न रहें - कुल संख्या-साथ वाली संख्या] 


एक बॉक्स में 2 सफेद गेंदें, 3 काली गेंद और 4 लाल गेंद हैं। यदि कम से कम एक गेंद काली 
निकालनी है, तो इस बॉक्स में से तीन गेंद निकालने के प्रकारों की संख्या है। 


बताइए कि प्रश्‍न 51 से 59 तक दिए हुए कथनों में से कौन सा कथन सत्य है और कौन सा असत्य 
है? अपने उत्तर का औचित्य भी दीजिए 


51. 


52. 
53. 


54. 


एक तल में 12 बिंदु है। जिनमें से 5 बिंदु सरेख हैं। तब, इन बिंदुओं को चण मोदते 
प्राप्त रेखाओं की संख्या C,- ८, है। i 

5 लेटर बॉक्स में 3 पत्र 3 तरीके से डाले जा सकते Š| 

n वस्तुओं में से वस्तुएँ एक साथ लेकर उन क्रमचयों की संख्या, जिनमें m विशेष वस्तुएँ 
एक साथ रहें, ”"ए, x PÈI 

एक स्टीमर में 12 पशुओं के लिए अस्तबल है यहाँ घोडे, गाय और बछडे (प्रत्येक 12 से कम 
नहीं) स्टीमर में चढ़ाने के लिए तैयार हैं। उन्हें 32 प्रकारों से चढ़ाया जा सकता है। 


क्रमचय और संचय 127 


. यदि # वस्तुओं में से कुछ या सभी एक साथ लिये जाएँ, तो संचयों की संख्या 2"-1 है। 
एक थैले में 4 लाल और 5 काली गेंदें दिए रहने पर, उसमें से कम से कम एक लाल गेंद चुनने 
के केवल 24 प्रकार होंगे। यह दिया हुआ है कि एक ही रंग की गेंदें एक जैसी (सर्वसम) हैं। 
57. एक लंबी मेज के दोनों ओर 18 मेहमानों को इस प्रकार बैठाया जाना है कि प्रत्येक ओर आधे 
मेहमान रहें। चार विशिष्ट मेहमान एक विशेष ओर बैठना चाहते हैं तथा तीन अन्य मेज के दूसरी 
ओर बैठना चाहते हैं। उन प्रकारों की संख्या जिनमें बैठने की व्यवस्था की जा सकती है, 


11! 
नावा (9!) है। 
4 को एक ओर और 3 को दूसरी ओर बैठाने पर, हमें 11 चुनने हैं; 5 एक ओर तथा 


[संकेतः 
प्रत्येक ओर 9 मेहमान हो जाते हैं, जो 9! प्रकारों से व्यवस्थित 


6 दूसरी ओर। अब लंबी मेज के 
किये जा सकते हैं। 

58. एक परीक्षार्थी को 12 प्रश्नों में से 7 प्रश्नों के उत्तर देने हैं, जो ऐसे दो समूहों में विभाजित हैं, 
जिनमें से प्रत्येक में 6 प्रश्‍न हैं। उसे किसी भी समूह में से 5 प्रश्नों से अधिक के उत्तर देने 
की अनुमति नहीं है। वह इन 7 प्रश्नों को 650 प्रकारों से चुन सकता है। 

59. 12 रिक्त पदों को भरने के लिए 25 प्रत्याशी हैं। जिनमें से 5 अनुसूचित जाति के प्रत्याशियों 
के लिए आरक्षित हैं, जबकि शेष सभी के लिए खुले हैं। उन विधियों कौ संख्या जिनसे 
चयन किया जा सकता है °C, x "C, है। 

प्रश्‍न 60 से 64 तक प्रत्येक में, स्तंभ C, के प्रत्येक प्रश्‍न को स्तंभ ९, में दिए उत्तरं से मिलान कौजिएा 

60. गणित की 3 पुस्तक, भौतिकी की 4 तथा अंग्रेजी की 5 पुस्तकें हैं। कितने विभिन्न संग्रह बनाये 
जा सकते हैं, जिसमें प्रत्येक संग्रह में हैं: 


C, C, 
(a) प्रत्येक विषय की एक पुस्तक 6) 3968 
(७) प्रत्येक विषय की कम से कम एक पुस्तक (ii) 60 
(८) अंग्रेजी की कम से कम एक पुस्तक (ii) 3255 
61. पाँच लड़के और पाँच लड़कियाँ एक पंक्ति में बैठते हैं। निम्नलिखित प्रतिबंधों के अंतर्गत बैठने 
की व्यवस्था करने की संख्या ज्ञात कीजिए: 
c, C, 
(७) लड़के और लड़कियाँ बारी बारी से 6) 5!x 6! 
७) कोई दो लड़कियाँ एक साथ न बैठें G) 10 1-5! 6! 
(०) सभी लड़कियाँ एक साथ बैठें 0) (5! + 6D 
Gv) 21515! 


(त) सभी लड़कियाँ कभी भी एक साथ न बैठें 


~ “Nd 
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62. 10 आचार्य और 20 प्रवक्ता में से 2 आचार्य और 3 प्रवक्ता वाली कमेटी बनायी जानी है। ज्ञात 


63. 


64. 


कीजिए। 
C, C, 
(४) कमेटी कितने प्रकार से बन सकती है @ 7 «ए, 
(७) कितने प्रकार से एक विशेष आचार्य (ii) we, x PC, 
सम्मिलित होगा 
(०) कितने प्रकार से एक विशेष प्रवक्ता (iii) °C, x NC, 
सम्मिलित होगा 
(d) कितने प्रकार से एक विशेष प्रवक्ता Gv) "C, x NC, 


सम्मिलित नहीं किया जाएगा 


अंक 1, 2, 3, 4, 5, 6 और 7 का प्रयोग करके 4 विभिन्न अंकों की एक संख्या बनायी जाती है। 
ज्ञात कीजिए: 


c 


1 C j 
(a) कितनी संख्याएँ बनती है? © 840 
(b) कितनी संख्या ठीक 2 से विभाज्य हैं? (ü) 200 
(०) कितनी संख्याएँ ठीक 25 से विभाज्य हैं? (ii) 360 


(d) इनमें से कितनी संख्याएँ 4 से विभाज्य हैं? (iv) 40 
UE MONDAY के अक्षरों से कितने (शब्दकोश के अर्थ या बिना अर्थ के) शब्द बनाये जा 
सकते हैं। यह कल्पना करते हुए कि किसी अक्षर की पुनरावृत्ति नहीं होगी, यदि 


1 c 

(a) एक समय पर 4 अक्षर प्रयोग किये जाते हैं © e 
(b) एक समय पर सभी अक्षर प्रयोग किए जाते हैं (i) 240 
(०) सभी अक्षर प्रयोग किए जाते हैं, परंतु (ii) 360 


पहला अक्षर एक स्वर है 


> 8 qÍ... 


न्य 
द्विपद प्रमेय 


8.1 समग्र अवलोकन (Overview) 

8.1.1 fag '+' या '-' द्वारा जुड़े हुए दो पदों से 
1 s Tx- Ea इत्यादि सभी द्विपद व्यंजक हैं। 
£ x 5y 


बना व्यंजक एक द्विपद व्यंजक कहलाता है। 


उदाहरणार्थ, x + a, 2x ¬ 3Y, 


8.1.2 द्विपद प्रमेय 
यदि ८ और दो वास्तविक संख्याएँ हैं तथा n एक धनात्मक पूर्णाक है, तो 


(a +b)’ = "Co a" + nC, ह! B+ CaF 


जहाँ 0 < r < n के लिए, "C, = z 
| 


PERF करन के के =Ü * "C ह, 


इस प्रसार में, व्यापक पद या (r+ 1)* पद, 
T. = "C, a YÀ प्राप्त होता है। 
8.1.3 कुछ महत्वपूर्ण प्रेक्षण 
1. (a+b के द्विपद प्रसार में पदों की कुल संख्या 
अधिक है। ` 
2. प्रसार के, प्रथम पद में a की घात द्विपद की घात के बराबर है 
५ की घात एक घटती जाती है और साथ ही b को घात एक बढ़ती जाती 
होता रहता है जब तक कि ७ की घात द्विपद की घात के बराबर न 
है तथा अंतिम पद में ० 


(१41) है, अर्थात्‌ यह घातांक n से एक 


तथा प्रत्येक उत्तरोतर पद में 
ती है। ऐसा तब तक 


में ८ की घात n, दूसरे पद में (n-A ऐसा आगे भी होता रहता 
की घात शून्य हो जाती है। इसके साथ ही, प्रथम पद में ७ की घात 0 ६, पद में तीसरे 
पद में 2 और ऐसा आगे भी होता रहता है तथा अंतिम पद में p की घात n हो जाती है। 

: द्विपद की घात के 


3. किसी भी पद में ० और ४ के घातांकों का योग # के बराबर है (अर्थात्‌ ET 


बराबर है)। 
4. प्रसार में गुणांक एक प्रतिरूप या पैटर्न का अनुकरण करते हैं जिसे पास्कल त्रिभुज 


भुज कहा जाता है। 
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किसी भी पंक्ति का प्रत्येक गुणांक इससे पिछली पंक्ति में इस गुणांक के ठीक बाएँ और ठीक 
दाएँ गुणांकों का योग होता है तथा पंक्ति दोनों ओर से 1 द्वारा परिबद्ध होती है। 

(r + 1)वाँ पद या व्यापक पद 

T,,,= "C anb 8 प्राप्त होता है। 


r+1 


8.1.4 कुछ विशेष स्थितियाँ 
यदि # एक धनात्मक पूर्णांक है, तो 
(a + 9)" = "G: a" b? + "C, a"! b! + "C, an- 2 छः + 
+O P bt kaa E Cb i 
विशिष्टतः 
1. 0) में, ७ के स्थान पर — b रखने पर, हमें 
(a — by: = "C, a" b) — "C, a"-' b! + "C, ४-२ b? + ... + CIC an-r br + 
(-1)" "ट, ०° ४” प्राप्त होता I .. (2) 
2. (1) और (2) को जोड्ने पर, हमें 
(a + b)' + (a — b)" = 2 [°C, a" b° + "C, a"-? b? + १0 qn-4 pi ] 
= 2 [विषम स्थानों वाले पद] प्राप्त होता है 
3. (2) को (1) में से घटाने पर, हमें 
(a + b)" — (a — b)! 52 ['C, eT! b! + "C, a"-3 b) + 
= 2 [सम स्थानों वाले qa] प्राप्त होता Š 
4. (1) में ० को 1 से तथा ७को x प्रतिस्थापित करने पर, हमें 
(+x ="C, 20 + "C, अ का t ल्न कळ क त्य: "C, » प्राप्त 


होता है 


अर्थातू, 1+20" 5 2 C,x 
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5. (1) में, ० को 1 से तथा ७ को — से प्रतिस्थापित करने पर, हमें 


£ E हं 2 n £ ni CC 
(1 -x ="C, x° — "C, x + "C, x° (-1) C y +.+ "C, , C11 ICED > 
प्राप्त होता है 
अर्थात्‌ -= LOD "C, x 
r=0 


8.1.5 अंतिम पद से paf पद 
(a + b)" के प्रसार में, अंतिम पद से ७वाँ पद प्रारंभ से (n—p + 2)वाँ पद है। 


8.1.6 मध्य-पद 

मध्य-पद ॥ के मान पर निर्भर करता है। 
(a) यदि# एक सम संख्या है, तो (८ +0)" 

मध्य-पद है, अर्थात्‌ í + 1] वाँ पद ही मध्य-पद है। 

)" के प्रसार में पदों की संख्या n + 1 (सम) है। इसलिए 


के प्रसार में पदों की संख्या॥ + 1 (विषम) है। इसलिए. 


यहाँ केवल एक म 


(b) यदि# एक विषम संख्या है, तो (a+b 
यहां दो मध्य पद हैं अर्थात्‌ (व्य और Ca पद दो मध्य-पद हैं। 
8.1.7 द्विपद गुणांक 
द्विपद व्यंजक के प्रसार से, हमें ज्ञात है कि 
(a + b) ="C, a" + "0, a=! b "C, a'b र pp =D) 
गुणांक "C, "Cp "Cp --- , "C, द्विपद गुणांक या संचयात्मक गुणांक कहलाते हैं। 
(1) में ० = ७ = 1रखने पर, हमें 
nC, + "C, + "C, + ~ + "C, = 2 प्राप्त होता है 
इस प्रकार, सभी द्विपद गुणांकों का योग 2” होता है। 
1 और ७ = -1 रखने पर, हमें 


(1) में पुनः a= 
nC, + "C, + "G, + == Š nC, + "C, + "C; + ... प्राप्त होता है 
इस प्रकार, सभी विषम द्विपद गुणांकों का योग सभी सम द्विपद गुणांको के योग के बराबर होता है 


तथा इनमें से प्रत्येक z -2"7 के बराबर है। 


जि .. 
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Vx _ ४8 


उदाहरण 7 | -=+ 
| ४3 2x 


10 
J के प्रसार में » से स्वतंत्र पद ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि (r + 1)वाँ पद x से स्वतंत्र है, जो निम्नलिखित हैः 


10-17 B r 
४०९०३) G) 
r+] r 3 2x2 

10-r £ 

oS 
i 3 2 x” 


r_I0-r 10 -/ 
= gie 32 2 27x 2 


क्योंकि यह पद xŠ स्वतंत्र है, इसलिए हमें प्राप्त होता है: 


9 s0 स P= 5 


अतः, तीसरा पद xŠ स्वतंत्र है तथा इसका मान 


33 JOx9 1 5 
10 Cc 

' = C,— x =— 
3 2 A 2x1- 9X12- 12 è 


12 
उदाहरण 8 ( 2ax — 2) के प्रसार में मध्य-पद ज्ञात कीजिए। 
x 


== क्योंकि इस द्विपद की घात सम है, इसलिए इसका एक ही मध्य-पद है, जो इसका 


(y पद्‌ है, और यह निम्नलिखित हैः 
2 


T 


7 


की 
=PO (2ax)° (z) 
x 
2e 26 q5 xŠ z (-b)* 
=æ 6 x? 
267056 _ 59136206 


12 Č 
= 6 6 
x x 
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9 
उदाहरण 9 + A के प्रसार में मध्य-पद ज्ञात कोजिए। 


हल क्योंकि द्विपद कौ घात विषम है, इसलिए यहाँ दो मध्य-पद हैं, जो 5वें और 6वें पद हैं। ये पद 


निम्नलिखित हैं: 


5 4 
ठ ) xY sc p _ 126 
n ल A 6, f= 


4 | 
Q [P | 2 =a x _126x 
am T= a [z [ Fa is 


16, जहाँ n € N, 225 से विभाज्य है। 


उदाहरण 10 दर्शाइए कि2"**-15n- 


हल ज्ञात है कि 
20+4 _ 1581-16 = 20° 0- 150 - 16 

= 16"*1- 15n- 16 

= (1 +15)"* - 150 - 16 

१११ 1504 ९४76, 157 0*10, 152+ "+ 1C, 152 

+ «के “0 + (IS)! - 15n— 16 

1+(॥+ 1) 15 + ”* NGS HE, 155 

par y= ISN 
ती 8156020 15° 

pee eed MSS 16 Í 


15? [a + IG; pnt 'C, 15 Fea 30 61 


"N 


"1 


इस प्रकार, 2”**- 15n— 16 संख्या 225 से विभाज्य है। 


उत्तरीय प्रश्‍न (L.A. a र 
दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A.) असार में सरल करने और 


ज यय पे Al a Á. 
उदारहण 11 (2+32) के प्रसार में संख्यात्मक रूप से सबसे बड़ा पद,” fa 
x Nu 
बँ अनुपात + ‰ है, इसलिए इसका योग 


9 
५ 3x 
हल ज्ञात है कि (2 + 36) = 2 ; | p J 


i “ह P 4 n 
w š s he ye: 
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अर्थात्‌ "C, + "ट, + "ट, +. = "C. + "ट, + "ट, + -.. चा! 
8.2 हल किए हुए उदाहरण 
लघु उत्तरीय (S.A) 


[ 2r 
उदाहरण | x+ A के प्रसार में /वाँ पद ज्ञात कीजिए। 
मै 


“ 1 r-i 
हल ज्ञात है किः : TE n G) | 


á x 


|2r 


r 

॥-1041 Š 

[2i -. 5 

š 1 -1 |r+1 
उदाहरण 2 (1-*+2)*का प्रसार कीजिए। 
हल 1-%=} रखिए। तब, 
(1 — x + x2* = +x) 

कु ye + 10 ye) 
+C y? (2 + *C, y+ C E 
y + 49 x2 + 6y2 x + Ay a: 
(1 — x) + 4(1 — x)2>2 + 6(1 - x2X: + 4(1 — x) 6 + xŠ 
= 1 — 4x + 10x - 160 + 19. — 166 + 10x5 - 40 + x 


r+1-r+1 


"I 


9 

3 में 

उदाहरण 3 [5 - 2] के प्रसार में अंतिम पद से चौथा पद ज्ञात कीजिए। 
2 x 


हल क्योंकि (a + by' के प्रसार में अंतिम पद से #वाँ पद प्रारंभ से (n — r + 2)वाँ पद होता है, इसलिए. 
इस प्रसार में अंतिम पद से चौथा पद प्रारंभ से (9 —4 + 2)वाँ, अर्थात्‌ 7वाँ पद होगा। यह पद È: 


3Y/—-2Y j. > 64 92827 8 _ 672 
के = C.—. — =— x 
a|) [ड] = ag X उछाल # 2 


EF EF 4 
उदाहरण 4 मान ज्ञात कीजिए (22 यीय ) P (z tyl=g" ) 
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हल (1-2? =} रखने पर, हमें प्राप्त होता हैः 
दिया हुआ व्यंजक = (2 — 9 + @2 + 39752 (8 + 0, x* y? + *C, y’) 


4x3 š x= 
= १2 कछ x a-ra- y | 


-2p +6 (1-2)+ (1८ 29242] 
कळक थित 14.0 — 4४ + 2 


12 
उदारहण 5 (= >) के प्रसार में ४” का गुणांक ज्ञात कौजिए। 
x 


हल मान लीजिए कि व्यापक पद, अर्थात्‌ (r + 1)वें पद में x' आता है। 


c P" 9. 
ज्ञात है कि गए. FPQ G) (> 
= 3-2 (-1) 27 


= "C, 1y 27 peT 


इस पद में, होने के लिए 
36 — 5r = 11, अर्थात्‌, r= 5 


12x11x10x 9x8 32 = -25344 
sx4x3x2 


Jj के पार में कोई4!"वाला पद होगा। 


" 


अतः, x! का गुणांक "C, (-92 
उदाहरण ७ निर्धारित कीजिए कि क्या (= E 
हल मान लीजिए कि 1. , में "आता है। तब, 

2 
18 2y18=r| — 
= "Cr ) ( x ) 


= 10, अर्थात, 73 3 


36- 3r 
वाला कोई पद नहीं होगा। 


इस प्रकार, 
हुए प्रसार में 2 
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T 2" 3 | 
अब, r+] e á 2 — 
कडा 


N 


°C, 3x ° _ ॥-1|10-7 3x 
Ms 121 eper [9 2 | 
10-r |3x| 10-r(9 क्योकि 3 
= कक] 2 = >” (+) क्योंकि x= 2 
T, 90-9r 
इसलिए l>I = >1 
INSE T; 4r 
= 90 -9r 2 4r (क्यों?) 
x. 90 
R T 
ड 12 
Me ai 
इस प्रकार r का अधिकतम मान 6 है। इसलिए सबसे बड़ा पद T , , = 7, है। 
9| °C 3५ rA 3 
अतः T,= 2 | (ड) | mrs 
- 2.०2 | _ 2. 9X8x7 (32 \_ 723 
4 EE Pa A Ú 212 व्र 


॥ 1 J s 
-# एक धनात्मक पूर्णांक है, तो (1 +x) |1+ a) के प्रसार में .&! का गुणांक 


š f + ` 
mafri Jj _ (+3) 


n 


x 


x 
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1 n à 3 a + x)?” मे 
अब, (1 4.0" | [+ में ४! का गुणांक ज्ञात करना —— में! का गुणांक ज्ञात करने के 
x x 


समतुल्य है, जो (1+2)?के प्रसार में «"-1 के गुणांक के समान है। 
क्योंकि (1 + ॐ)? = ॐ + C, x! + FC, + a + C _ अ क... + 2, अर 
इसलिए ५”! का गुणांक >C, _, 


fn-lfon-n+l = —1|n+1 ! 


उदाहरण 13 निम्नलिखित में कौन बडा है? 
9950 + 10060 या 1017 
ज्ञात है कि (101)? = (100 + 1)” 


9 50.49.48 
= 1005 + 50 (100)” + (100) + ०510 +... (1) 
इसी प्रकार, 990 = (100- 1) 
50.49.48 


. 50.49 i 
= 100० - 50 . 100° + “217 (100)“- 0004... (2) 


(2) को (1) में से घटाने पर 


50 - 49 - 48 ; 
995 =2 Ë 600)” + EATE 1007 + | - 


(101) - 2.1 


49.48 
50-49 Jew” 


> (101)0- 99% = (100)7 + z 
> (101-99? > (100) 
अतः, (101)? >(99) + (100) 
woyxl ++ 1१७8 + ... +के प्रसार में सरल करने और 


उदारहण 14 (1 +X) गुणांक ज्ञात कीजिए। + 


समान पदों को एकत्रित करने के पश्चात्‌ श की ji 


हल क्योंकि उपर्युक्त प्रसार एक गुणोत्तर श्रेणी है जिसका सार्व अनुपात Gy y है, इसलिए इसका योग 
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J 
asari- x J | 
ह x 
1- x 
I+ x 
1001 


1+ g — 
( £) 1+x 


1+x-x 
1+ x 


== 1001 __ 1001 
= (1 + x) £ 


अतः, 5 का 'गुणांक निम्नलिखित हैः 
|1001 
NE = I50|951 
s |50|951 
उदारहण 15 यदि (1 + x)" के प्रसार Ña, a, ०, और a, क्रमशः चार क्रमागत पदों के गुणांक हैं, 
तो सिद्ध कीजिए कि 


a a 2a 
1 शः 3 2 


ata, ata, a,+a, 


हल मान लीजिए 6,, a, a, और 4, क्रमशः चार क्रमागत पदों T , ,॥', T ,, और, ,, के गुणांक 


4 
हैं। तब, 


a = ॥,.,॥का गुणांक ="G, 
a, = D की गुणांक = 
a= Toy quas em 
तथा a 5 T, mU गुणांक २ "९.३ 
n 
| Rs 0 s 
अतः, = mC +"C 
š ata गु त्र "C +1 


n C 
r 


n+1 te 
r+1 


(G iE. + ह आ Sa 1 C. 4 ) 
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lz: filer _(r+1 
~È z= — 2 [n+l n+l 


"n € 
w° द्य a. J TEs + IO 


r+2 


"€ r+3 
+1C = 
BC F 1 


sas Git dau FHL f r+3 2r+4 
ç पक्ष = z तक 
अतः, बाया ata, datas n+ Vo ati fi 


n C 
Moal 2a, 2( Cai) BE 
दायां पक्ष = Se ie 2 ss N 
तथा < a, +a, n c, z E e w. n+l F] 


on Jrt2ln-r-1l 2(r+2)_2r+4 
attal [n+l n+l n+l 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न (M.C.Q) 
उदाहरण 16 (x + a)" — (z ~) के प्रसार में सरलीकरण के बाद पदों की संख्या है 


(a) 102 b) 2 (c) 26 (d) इनमें से कोई नहीं 
हल ( सही उत्तर है। क्योंकि कुल 52 T< होंगे, जिनमें 26 पद परस्पर कट जाते हैं। 


+Ž| प्रसार में, 4” और x° के गुणांक बराबर हैं, तो n का मान है 
उदारहण 17 यदि [2 =) 


(a) 56 ७) 55 
हल (8) सही विकल्प है। 


(©) 45 (d) 15 


(a + 20" के प्रसार में, | | = "€, ax 


n-7 
7 


Y3 
इसलिए T बूल (र 7 [ J "G 
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8 n-8 
x n 2 8 
तथा Ty = C Cys [5] C 3 
g” -7 2078 पु 
इसलिए "C ys "C ,—— (क्योंकि दिया है कि% = का गुणांक = %*का गुणांक) 
l: l8|n -8 _ 2073 3 
= [7 |४-7 _ |n 38 ` 207 
8 1 
= nT = 6 = n=55 


उदारहण 18 यदि (1-2 + 2)" = 4, + 4,२ + 4,२ +. +a, >” तो 4, + a, + 4, + = † a, 
बराबर है 


3" +1 3" -1 ह 1-37 हि 1 
(A) 2 (B) काक (C) E (D) 3" + 2 
हलः (A) सही विकल्प है। (1-2 +2) =a +a 2+ 4, २ + ... +a, में 
x=1 और -1 रखने पर, : ji 
l= ata +a, +a, + ... + ८, ... (1) 
और 3"= a-a, +a,- a, +.. + a, (2) 
(1) और (2) को जोड्ने पर, 
3051 2 (क +a, + 4, + ... + a) 
3" +1 
इसलिए, +4, +a, +. † ५५ = ठु 
उदाहरण 19 (1 + x के प्रसार में, १” और के गुणांक (p और q धनात्मक पूर्णाक है) Š 
(^) बराबर (B) बराबर परंतु विपरीत चिहनों के 
(C) एक दूसरे के व्युत्क्रम (D) इनमें से कोई नहीं 


हल (A) सही विकल्प है। (1 +2)? *१ के प्रसार में, xP और x“ के गुणांक क्रमशः ”*५९, और 


|2+ 4 
तथा i =G |p|4 


अतः, (A) सही उत्तर है। 
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उदाहरण 20 (a + b + ०0", जहाँ ॥ € \, के प्रसार में पदों की संख्या है 


(n+1)(n + 2) 
2 
(C) n+2 (D) (#+1) # 
हल (A) सही विकल्प है। 
(a + b + c)" = [a + (b + ८))" 
=a" + "C, an! (b + c)! + "C, a"! (b + c) 
+.. + "C. (b + 0" 
साथ ही, दाएं पक्ष के प्रत्येक पद को प्रसारित करने पर, हम देखते हें कि 
प्रथम पद में एक पद है, 
दूसरी पद को सरल करने पर उसमें दो पद ë, 
तीसरे पद को प्रसारित करने पर उसमें तीन पद हैं, 
चौथे पद को प्रसारित करने पर उसमें चार पद हैं, और इस प्रकार आगे भी। 
अतः, पदों की कुल संख्या 1+2+3+ ... + (n + 1) 
(7+ 1) (7 + 2) 
बज जा 


(B) n+1 


15 
उदाहरण 21 [= + 2) में ५७ के गुणांक का + से स्वतंत्र पद से अनुपात है 
x 


(A) 12:32 (B) 132 (C) 32:12 (D) 321 


2 2 15 
हल (B) सही विकल्प है। मान लीजिए कि [: + र J का व्यापक पद T , 


इसलिए T. 5 ५ 0 ६ (5) 
= CÇ, (2) x ... (1) 
अब“ वाले पद के गुणांक के लिए, 

30-3r=15, अर्थात्‌ 735 
अतः, ५5 का गुणांक = C, (2) [(1) से] 


*से स्वतंत्र पद ज्ञात करने के लिंए, 30—3r = 0 रखिए। 
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इस प्रकार x स्वतंत्र पद = "€, 2" [(1) से] 


अब, अनुपात हैः D alal 
श अजु Sie पट” 25 32 
5 , 5 B ' 5 
उदाहरण 22 यदि 2 = द्र q + = Í है, तो 
2 2 2४ 2 
(A) Re @) = 0 (B) 1, (2=0 
(C) Re (z) > 0, 1, (2) > 0 (D) १७ (०) > 0, [, (2) <0 


हल (B) सही विकल्प है। सरल करने पर, 


i 5 3 2 B 
z=2 |c, Ë3 + न्ट ष्य (५) O y3 = i 
2 27200४ 5 ॥ 
क्योंकि P = —1 और it = 1 , इसलिए 2 में कोई / नहीं होगा, और इस प्रकार ] mea 
[8.3 प्रश्नावली | 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न (S.A.) 


Š 15 
3 l पसार मे $ 
1. _ +] के प्रसार में, x से स्वतंत्र पद (५ २ 0 ) ज्ञात कौजिए। 


k 10 A | 
2. यदि | २ - £) के प्रसार में से स्वतंत्र पद 405 हे, तो k का मान ज्ञात कीजिए। 


(1—3x+ 7४) (x) के प्रसार में + का गुणांक ज्ञात कीजिए। 


15 
[= ल्य >) के प्रसार में # से स्वतंत्र पद ज्ञात कीजिए। 
v 


निम्नलिखित के प्रसार में, मध्य-पद ज्ञात कीजिए: 
3 


द 10 w 
x क 
o हि) o (२-३) 


10. 


11. 
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(च~) के प्रसार में ४5 का गुणांक ज्ञात कीजिए। 


] 5 
l में 1 € 
[++ ->| के प्रसार में ज्ज का गुणांक ज्ञात कीजिए। 


s 


|| # á 
(, क 3 ) के प्रसार में 6वाँ पद ज्ञात कीजिए, यदि इसके अंतिम पद से तीसरे पद का द्विपद 
गुणांक 45 है। 

[संकेतः अंतिम पद से तीसरे पद का द्विपद 
= "C,] 

यदि (1 + 2) के प्रसार में (27+ 4 
ज्ञात कीजिए। 
यदि (1 +2)” 
दर्शाइए कि 
277-%9+ 750 है। 


(L+ x+ 32 + ४)" के प्रसार में %* का गुणांक ज्ञात कोजिए। 


गुणांक = प्रारंभ से तीसरे पद का द्विपद गुणांक 
A और ("- 2)बें पदों के गुणांक बराबर हैं, तो 7 का मान 


के प्रसार में, दूसरे, तीसरे और चौथे पदों के गुणांक समांतर श्रेणी में हैं, तो 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A) 


12. 


13. 


14. 


15. 


8 
यदि एक वास्तविक संख्या है और [2+ 2 | के प्रसार में मध्य-पद 1120 है, तो p ज्ञात 


कीजिए। 
1 2n é 12325»... (2n -1) x” 
दर्शाइए कि [र _ 2) के प्रसार में मध्य-पद ia x(-2" है। 


J 
1 J में „ज्ञात कीजिए, यदि प्रारंभ से TÀ पद का अंतिम पद से 7वें पद 


द्विपद, | 32+ Fd 


1 
से अनुपात — है। 
नुपात 6 


के प्रसार में, यदि विषम 
गे सिद्ध कीजिए कि 


det पदों के योग को 0 से तथा सम पदों के योग को E से 
निर्दिष्ट किया जाता हैं, ती 


हो OEY G) 40E = +E a)” 
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2n 
यदि [= + 2) के प्रसार में ५” आता है, तो सिद्ध कीजिए कि इसका गुणांक 
x 


16. 

= है। 

>. -p an, +D 

काळचा 

iN š 
17. (1444-20) Hj s J के प्रसार में x स्वतंत्र पद ज्ञात कीजिए। 
2 xX 

वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


प्रश्‍न 18 से 24 तक प्रत्येक के लिए दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए (M.C.Q.) 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


(x + 4)" + (४ ~)" के प्रसार में सरलीकरण के बाद पदों की कुल संख्या है 

(७) 50 (8) 202 (© 51 (D) इनमें से कोई नहीं। 

दिया हुआ है कि 7> 1, n > 2 और (1 + x)” के द्विपद प्रसार में (3,)वें और (r + 2)वें पदों 

के गुणांक बराबर हैं, तो 

(Ay n=2r (B) n=3r (C) n=2r+1 (D) इनमें से कोई नहीं 

(1 +) के प्रसार में दो उत्तरोत्तर पद, जिनके गुणांको का अनुपात 1: 4 है, निम्नलिखित हैं 

(A) तीसरा और चौथा (3) चौथा और पाँचवां (C) पाँचवां और छठा (D) छठा और सातवां 
24 C e 

[संकेतः छू र = = = - =4-+4=24-4 = ] 

(1 +)? और (1 +)! के प्रसारों में +" के गुणांकों का अनुपात है 

(A) 1:2 (B) 1:3 (O) 3:1 (D) 2:1 

[संकेत द्य त्या] 

यदि (1 +2)'के प्रसार में दूसरे, तीसरे और चौथे पदों के गुणांक समांतर श्रेणी में हैं n 

का मान È: 

he (B) 7 (०) Hl (D) 14 

[तः 278, प iG, व्यक न न का ४] 


क रसर मे क हैं, तोटी 
यदि A और 8 क्रमशः (1 +2)” और (1 +x) के प्रसारों में.” के गुणांक हें, तो बराबर है: 


द्विपद प्रमेय 1. 


(A) 1 (B) 2 © š oe 
n 
[संकेत 2n E 
" जन TIC, =2] 


ळक टे 7 

24. यदि (+s) का मध्य-पद्‌ 7 3 है, तो» का मान है 
Ay. ॐ कवडी त Z (ठ x 
(A) आए+ ८६ (B) m+ g (© nm + (-1)" Š (D) mr + (-1)" - 


[संकेत: क य र 1 क 
ह Tis 19८, p . £ sin’ x= 63 _ ड x = पड sinx = 2 
x 8 2 2 
T 
= x = nī + (-1)" 3 ] 
प्रश्‍न 25 से 33 तक रिक्‍त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 


25. (15 2 के प्रसार में सबसे बड़ा गुणांक _ ० s. Sk s >: है। 
26. (४+»+ 2)" के प्रसार में पदों की संख्या है। 
[संकेतः ७4५५५2" ४७४ 21"] 


J 
27: र = = के प्रसार में अचर पद का मान है। 
x 
शत 1 J P a । 
यदि| १2 + ज्ञ्‌ | के प्रसार में प्रारंभ से और अंतिम पद से सातवां पद बराबर हैं, तो 
28. यदि J3 : 
के बराबर है। 
1 n-6 1 6 ( 1) 1 Ë 
हनन n C 3 = 
[संकेत : 7, २, -742 = ६ (2 ) —| = “e 2 न 
+ n-7+2 3 वुड 


I 
5 ( B = E — केवल तभी संभव जब॥- 1250 २४5 12] 
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a 


b 4 
[संकेत : L=" Ë J F ) 1120 ab] 


1 2b 1() च 
29. G == ड) के प्रसार में a° bil गुणांक हे। 


a 3 27 
30. (८ + ४4)» के प्रसार में मध्य-पद है। 
31. (1+)*५ के प्रसार में x और 2! के गुणांकों का अनुपात है। 
[संकेत : ? "५९, = ?* ट] 


10 
32. | = j J के प्रसार में x स्वतंत्र पद का स्थान है। 


33. यदि 255 को 13 से भाग दिया जाए, तो शेषफल है। 
प्रश्‍न 34 से 40 तक, कौन से कथन सत्य हैं और कौन से असत्य हैं ; 


10 m 20 c 
34. श्रेणी 2, "C, का योग 2? + नन है। 


r= 
35. व्यंजक 7? + 97, 64 से विभाज्य ÈI 
संकेतः 7? + 9 = (1+ 87 - (1 - 8)? 
[(2४ +) के प्रसार में पदों की संख्या 8 ë! 
(1 +2)! के प्रसार में दोनों मध्य-पदों के गुणांकों का योग २-1८ के आक ñ 
38. संख्या 3 के अंतिम दो अंक 01 ë| ग 
39. यदि [: _ =] के प्रसार में x से स्वतंत्र एक पद Š, तो », संख्या 2 का एक गुणज है। 


x 
(a + /)”जहाँ # € N, के प्रसार में पदों की संख्या घात से एक कम है। 


> © SS 


अध्याय 


क T 


9.1 समग्र अवलोकन (Overview) 
अनुक्रम से हमारा तात्पर्य है, किसी नियमानुसार संख्याओं 
डो ; नुसार संख्याओं का एक निश्चित क्रम में विन्यास 
के पदों को हम a, a, a, ... , इत्यादि से निर्दिष्ट करते हैं जिसमें पदांक पद की स्थति को Pie 


करते हैं। 
उपर्युक्त के संदर्भ में अनुक्रम को किसी समुच्चय X में ॥ (॥)॥, ४४ € N द्वारा परिभाषित 


प्रतिचित्रण अथवा फलन /- N — X के रूप में समझा जा सकता है। f का प्रांत ंख्याआं 
थवा उपसमुच्चय है जो पदों की स्थिति को निर्दिष्ट करता n यदि पदों न की वि 
करने वाला इसका परिसर वास्तविक संख्याओं का उपसमुच्चय R है तो यह वास्तविक अनुक्रम कहलाता ÈI 
पदों की संख्या के अनुसार अनुक्रम परिमित अथवा अपरिमित होता है। हमें यह आशा नहीं करनी 
चाहिए कि अनुक्रम के पद किसी विशिष्ट सूत्र से ही अवश्य प्रदत्त होंगे। > 
यद्यपि हम पदों को प्राप्त करने के लिए किसी सैद्धान्तिक पद्धति अथवा नियम की आशा करते हैं 
मान लीजिए, a, 4,, a, ... 5 अनुक्रम हैं, तब, व्यंजक ०, + 4 +a, + दिए हुए अनुक्रम से जुडी 
हुई श्रेणी कहलाती है। दिए हुए अनुक्रम के परिमित अथवा अपरिमित होने के अनुसार श्रेणी भी परिमित 


अथवा अपरिमित होती है। 

डिप्पणी: श्रेणी का उपयोग करने पर यह निरूपित योग का बोध कराता है न कि स्वयं योग का। निश्‍चित e 

का अतुसरण करने वाले अनुक्रम श्रेणी कहलाते Š, श्रेणी मे प्रथम पद के अतिरिक्त प्रत्येक पद एक निश्चित तरीके 

से प्रगति करता है। 

9,1.1 समातिर श्रेढ़ी (१.९.) 

समांतर श्रेणी एक ऐसा अनुक्रम 

निश्चित संख्या (धनात्मक अथवा ऋणात्मक) 
अत; कोई अनुक्रम ७ a, a, = a, ~ उक 

ne N, इसमें / समांतर श्रेणी का सार्व अंतर कहलाता है। सामान्यत: 

० से तथा अंतिम पद को ! से निर्दिष्ट किया जाता है। 


समातर श्रेणी के व्यापक पद अथवा ॥वें पद का सूत्र 


समुच्चय अ 


है जिसमें प्रथम पद के अतिरिक्त प्रत्येक पद उससे पूर्व पद में एक 
जोड़ने पर प्राप्त होता है। 

समांतर श्रेणी कहलाता है यदि उसमें a, =a, + 4 
समांतर श्रेणी के प्रथम पद्‌ को 


sata- Da ë! 


a 
/- 1) d से प्रदत्त है। 


n 
अंत से #वाँ पद द्र, = = Uu 
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समांतर श्रेणी के प्रथम n पदों का योग 


n n Š m I 
S,= [2a +(n-1)d]= = (०+/) , होता है, जहाँ = ० + (7-1) d समांतर श्रेणी का अंतिम पद 


है। व्यापक पद ८, = $, - 5, _, होता है। 
n धनात्मक संख्याओं ८,, ०, a,, ... ८, का समांतर माध्य 


यदि a, ^ तथा b समांतर श्रेणी में हैं तो 4, संख्या a तथा b का समांतर माध्य कहलाता है। 
a+b 
2 


यदि किसी समांतर श्रेणी के पदों को समान अचर से जोडा घटाया, गुणा अथवा भाग कर दिया जाए 
तब भी वे पद समांतर श्रेणी में ही रहते हैं। 


यदि ८,, a, ८, ... एक ऐसा समांतर श्रेणी है जिसका सार्वअंतर ८ है, तो 
G) a tk,a, +k, 4,+ ६, ... भी सार्वअंतर 4 वाला एक समांतर श्रेणी होगा। 


अर्थात्‌ | A= 


zz -Ai a ४3 : š 
G) a, k, a, k, a, k. एवं त? ¢? ‰ भी समांतर श्रेणी हैं जिनके सार्वअंतर क्रमशः 


dk (k + 0) एवं n (k= 0) है। 


यदि a १८, a, --- एवं bp by b, -.. दो समांतर श्रेणियाँ हैं, तो 
6 a, +b, a, ॐ b, a, bs .. भौ समांतर श्रेणी हैं 
a, a, a, 


G) a, bp ५५ by ५६; =~ एवं POB ? 8, ? “* समांतर श्रेणी नहीं है। 


[तर श्रेणी में हैं, तो 
यदि a, a, a, --- a, समातर 


(G) a #* 8, = a, £ g, l = a, + r-a TER 


G) a= T 
यदि किसी अनुक्रम का #वाँ पद n में एक रेखिक व्य॑जक है तो वह अनुक्रम समांतर श्रेणी है) 


किसी अनुक्रम के #पदों का योग में एक द्विघात व्यंजक है तो वह अनुक्रम समांतर श्रेणी है। 


७२७ s कक र 


Grap F Broi y k 0<k<n-r 
2 


(ग) य 
Gv) यदि 


अनुक्रम तथा श्रेणी 149 


9.1.2 गुणोत्तर श्रेणी (6.९) 

गुणोत्तर श्रेणी एक ऐसा अनुक्रम है जिसमें प्रथम पद के अतिरिक्त प्रत्येक पद, उससे पूर्व पद्‌ को किसी 
निश्चित शून्येत्तर अचर से गुणा करने पर प्राप्त होता है। यह शून्येत्तर अचर सार्व अनुपात कहलाता Š! 
हम एक ऐसी गुणोत्तर श्रेणी लेते हैं जिसका प्रथम शून्येत्तर पद a तथा सार्वअनुपात 7 है अर्थात्‌ ८ , ar, 
a... , का”, ... एक गुणोत्तर श्रेणी ë| 


ñ | 
यहाँ सार्व अनुपात r = -“” 


ar nN 
गुणोत्तर श्रेणी का व्यापक अथवा #वाँ पद a =ar द्वारा प्राप्त किया जाता ë| 
गुणोत्तर श्रेणी का अंतिम पद ॥ #वें पद के समान होता हैं और इसे / ar द्वारा प्राप्त किया जाता 


l 
है। गुणोत्तर श्रेणी का अंत से #वाँ पद a = == द्वारा प्राप्त होता है। प्रथम # पदों का योग 


3 (r” -1) 
z Fils 
अथवा $,= na (यदि7= 1) द्वारा प्राप्त होता ë| 
यदि a, G, b गुणोत्तर श्रेणी में हैं तो G संख्या a तथा b का गुणोत्तर माध्य कहलाता है और इसे 
G= Jab के द्वारा प्राप्त किया जाता है। 


गुणोत्तर श्रेणी के पदों को किसी शून्येत्तर अचर (८३0) से गुणा अथवा भाग कर 
गुणोत्तर श्रेणी में होते हैं। 


(यदि 7 # 1) 


6) यदि किसी 
दिया जाए तो इस प्रकार प्राप्त पद भी 


होव. ka,k,a,k,.. तथा “7५7५-२५ .. 
यदि ap 4 ly `¬ ? गुणोत्तर श्रेणी है तो a, k, a, k, a, k L Pte 


भी गुणोत्तर श्रेणी होंगी 
विशेषतः यदि ap dy ly e. 
1 1 L अजी गुणोत्तर श्रेणी ही है। 
aj, a, ds H ' PR š 

2 3 , ।॥ . दो गुणोत्तर श्रेणियाँ हैं, तो a, bp a, ba a,b, ... तथा 


गी और इनका सार्वअनुपात भी अपरिवर्तित रहेगा। 
भी गुणोत्तर श्रेणी है, तो 


G) यदि a, ay; -= + pbs 
4 ५ ॐ गुत श्रेणी हैं | 
रि i र्ल i K3 Y aa, x" xe कडला गुणोत्तर श्रेणी है( V x>0) 
Gü) यदि ०,५५; -. समर है(०,>0 V छवि कर २२ ; 
pp 


PRC 3 =s 


i i है, तब ०, ०, 
Gv) यदि a a> 4, =l, गुणोत्तर श्रेणी हैं, ' 


amy + W 
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9.1.3 विशेष अनुक्रमों के योग से संबंधित महत्त्वपूर्ण परिणाम 
() प्रथम ॥ प्राकृत संख्याओं का योग: 


Yn=1+2+3+...+n= at 
Gü) प्रथम # प्राकृत संख्याओं के वर्गो का योगः 


20741) (2041) 


Y n =P +2 +3? +... +ñ? 
6 


(0) प्रथम ॥ प्राकृत संख्याओं के घनों का योगः 


x b = +2 +3 +...+n = k i 
2 

9.2 हल किए हुए उदाहरण (Solved Examples) 
लघु उत्तरीय (S.A.) 
उदाहरण 1 किसी समांतर श्रेणी का प्रथम, द्वितीय एवं अंतिम पद क्रमश: a, b एवं ८ हैं। दर्शाइए कि 
(b+c-2a)(c+a) 

2(b—a) है। 
हल मान लीजिए कि समांतर श्रेणी के पदों की संख्या n तथा सार्वअंतर 6 है। 
क्योंकि प्रथम पद ८ है तथा द्वितीय पद हे, 
इसलिए d=b-a 
यह भी ज्ञात है कि अंतिम पद ८ है, इसलिए 


CENA En =i) (p — ८) (क्योंकि. 45 b-a) 


समांतर श्रेणी का योग 


n—1 


ल. pea, 2202 


= = 
b=a b-a bod 
gru 
इसलिए as 7 +!) = 4216-24) ey +c) 
2(b-a) 


उदाहरण 2 किसी समांतर श्रेणी का pal पद a तथा ठवाँ पद ७ है। सिद्ध कीजिए कि इसके 


m E ptq 
(p + q) पदा कायाग 2 
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हल मान लीजिए कि समांतर श्रेणी का प्रथम पद तथा सार्वअंतर D ë! 


दिया हुआ है कि 


t=a=A+(p-1)D=a sO 
1, 5 8 3२ ४ + (१-1) 10 ५ 6 ज्यो 


(1) में से (2) को घटाने पर, हम 


के 


(०-1-4+1) = 4-४ प्राप्त करते ËI 


(1) तथा (2) को जोड़ने पर हम 


अब 


उदाहरण 3 यदि किसी समांतर 
पदों के योग का समपदों के 


हल मान लीजिए, समांतर 
समांतर श्रेणी के पदों की संख्या (21 + 1) 


तो, 


a-b 
wo a8) 
2A + (p+ q—-2) D = a+b WA करते हैं। 
2A+(p+q-1)D=a+b+D 
a-b 

2A + (p न्या 1) D=a+b+ 7-4 $ (4) 

Ptg 

SE FP [2A + (p +q- 1) D] 


= 2 +b+ 2 = ] 
2 p-q 
[(3) एवं (4) के प्रयोग से] 
उर श्रेणी के पदों की संख्या (2n + 1) है तो सिद्ध कीजिए कि विषम 
योग से अनुपात (n + 1) : n है। 
र श्रेणी का प्रथम पद a तथा सार्वअंतर d है। यह भी मान लीजिए कि जिस 
है उसके विषम पदों का योग S, है। 


S, = a, + a, +Q; t... SQ DY 


n+1 
S = 2 (a, + 42, +1) 


n [a+a+(2n+1- Dd] 


(n + 1) (a + nd) 
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इसी प्रकार यदि सम पदों के योग को ७, द्वारा निर्दिष्ट किया जाता है, तो 
n 
S,= 2 [2a + 2nd] = n (a + nd) 


अतः Sı @+D(a+nd) nl 
S; n(a + nd) n 

उदाहरण 4 प्रत्येक वर्ष के अंत में किसी मशीन का मूल्य उस वर्ष के प्रारंभिक मूल्य का 20% कम 

हो जाता है। यदि मशीन का प्रारंभिक मूल्य 1250 रुपये है तो 5 वर्ष के अंत में उसका मूल्य ज्ञात 

कीजिए। 


हल प्रत्येक वर्ष के अंत में मशीन का मूल्य पिछले वर्ष के मूल्य का 80% हो जाता है। इसलिए 
5 वर्ष के अंत में मशीन के मूल्य का 5 बार अवमूल्यन होगा। 

अतः हमें एक ऐसे गुणोत्तर श्रेणी का 6वाँ पद ज्ञात करना है जिसका प्रथम पद ८. = 1250 है 
तथा सार्वअनुपात 7 = 8 है। 

अतः 5 वर्ष के अंत में मशीन का मूल्य = 1, = a, r° = 1250 (.8) = 409.6 
उदाहरणा 5 समांतर श्रेणी a, a, 4, ... के प्रथम 24 पदों का योग ज्ञात कीजिए, यदि 
a, +a, +a + ०५ + ay + a, = 225 दिया हुआ है। ' 
हल हम जानते हैं कि किसी भी समांतर श्रेणी के प्रारंभ एवं अंत से समदूरस्थ पदों का योग समान 
होता है और यह प्रथम एवं अंतिम पद के योग के बराबर होता है। 


इसलिए d=b-a 
अर्थात्‌ a, + a,, = A; + a, = a, + 4, 
दिया हुआ है कि (व, + a,)+ (4; + ay) + (१७४०३७ = 225 


> (a, + a, + (a, + a) + (a, + 42) =225 
3 (a, + a,) = 225 


= 
a, + ay = 75 


= 
हम जानते हैं कि S, = > [८+], जहाँ ८ समांतर श्रेणी का प्रथम पद और ! अंतिम पद्‌ है। 


24 
S, = [a *a,] =12x75 = 900 


अतः 24 
उदारहण 6 समांतर श्रेणी बनाने वाली तीन संख्याओं का गुणनफल 224 है और सबसे बड़ी संख्या 
छोटी संख्या का सात गुना है। संख्याएँ ज्ञात कीजिए। I 

हल मान लीजिए समांतर श्रेणी कौ तीन संख्याएँ ० - 4, ०, ०+ 4 (4 > 0) हैं। 


—. 
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अब, (a-d)a (a + d) = 224 
= a (67-40) =, 2A ~) 
क्योंकि सबसे बड़ी संख्या सबसे छोटी संख्या से सात गुना है अर्थात्‌ ८ +4 =7 (a-d) 
3a 
इसलिए ब्ध 


८का मान (1) में रखने पर, हमें ड 


z 
a [= _ श्र = 224 प्राप्त होता है। 


अर्थात्‌ a= 
š 3a _3 
एव = हि 1 =6 प्राप्त होता है 


अतः वांछित तीन संख्याएँ. 2, 8, 14 हैं। 
उदाहरण 7 यदि %} एवं 2 समांतर श्रेणी में हैं तो दर्शाइए कि (४ + xy + 37), (ट: + ट + ॐ) एवं 
02 + yz + 2) किसी समांतर श्रेणी के क्रमागत पद हैं। 
इल पद (+२) +9), (द + स्ट ते) एवं 02 + yz + 2) समांतर श्रेणी में होंगे यदि 
(Z + xz + Ë) — @2 + ay + y?) = O? + yz + 2) — (2 + xz + x2) 


अर्थात्‌ Z + xz — xy — y? = y + yz — xz — x? 
अर्थात्‌ 2 + Z + 2xz — y: = y? + yz + xy 
अर्थात्‌ œ+- ०९८५५०५१०2 
अर्थात्‌ x+z-y= y 
अर्थात्‌ x+z= 29 
यह सत्य है क्योंकि x, y, 2 समांतर श्रेणी में है। अतः #2 +2) +)? 2? + xz + 2, २ + yz + 2 भी 
समांतर श्रेणी में हैं। 
उदाहरण 8 यदि a, b, c, 4 गुणोत्तर श्रेणी में हैं तो सिद्ध कीजिए कि ०? — b2, ७? - ८?, e-e भी 
गुणोत्तर श्रेणी में È! 
हल मान लीजए कि शी हुई गुणोत्तर श्रेणी का सार्वअनुपात 7 है। 
. b e SE, 
इस प्रकार a b 
> 


अब 
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P-e a?r2 - ८41 = er (1 — r2) 


एव -P= Pr- a?r5 = ar (1 = r°) 
b-c? c2 — d? 
इसलिए —_ S —ra प 
| Pa 5 pus s 


अत: ? - b, b2 — ८२, ८? - d: गुणोत्तर श्रेणी में ë| 


दीर्घ उत्तरीय (L.A) 


उदाहरण 9 यदि किसी समांतर श्रेणी के m पदों का योग अगले n पदों अथवा p पदों के योग के 


बराबर है, तो सिद्ध कीजिए कि 


"E + i-i 
——— (m+ ——— 
(B+) | m p oe ण्‌ m n J 
हल मान लीजिए, 6, ८ + 4,८ + 24, ... . समांतर श्रेणी है। 


हमें प्राप्त है a ta,+.. +a चिकाचा TSE ... + 4, 


(1) के दोनों पक्षों में 6, + ८, + ... +a, जोड़ने पर हमें 


+n 


... (1) 


2[ata,+.. + 4५] =a, +a, + n +a + 4,,,, + ... + 4,,,, प्राप्त होता है। अर्थात्‌ 


2 S, = Soa 


इसलिए, 22 शि +(m-1)d}=” = n 


उपरोक्त समीकरण में 24 + (m - 1) d = x प्रतिस्थापित करने पर हमें 


m+n 


{2a+(m+n-1)d} 


mx = 

Qm-m-n)x= (m + n) nd 
= (m — n) x = (m + n) nd 
इसी प्रकार यदि ०, + 4, +. +a = 4,५ = ta, 
दोनों पक्षों Ha +a, +o +a, जोड़ने पर हमें, 


2 (४574) प्राप्त होता ÈI 


m+p 


अथवा 2 + 

m m+p 

—{2 -Da}l= —— Š 
EA al 5 {2a+(m-—1) ] 2 {2a + (m + p - 1)d} 
अर्थात्‌ (m —p)x = (m + p)pd 


(2) को (3) से भाग करने पर हम 


I) 


2(a +, + ~. + 4) = ata+t. +a, t. +a, प्राप्त होता है। 


ME) 
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(m—n)x _ (m+n)nd 

(m-p)x (m+ p)pd 
= (m — n) (n+p)p=(m-p)(m+n)n 
दोनों पक्षों को mnp से भाग देने पर हम 


1: waa 
(m+p) Ga: (m+n) Fa प्राप्त करते Š 


| ह. ai 
= (m + n) क्कः (m + p) a 


उदाहरण 10 यदि समांतर श्रेणी 6,, ४,, ..., a, का सार्वअंतर q है (d = 0) तो सिद्ध कीजिए की श्रेणी 
sin d (cosec a, cosec a, + cosec a, COSEC a, + ...+ ९०86९ a, , cosec a) 
का योग cot a, — cot a के बराबर है। 


प्राप्त करते हैं। 


हल हमें प्राप्त है, 
sin d (cosec a, cosec a, +.cosec a, cosec a, + ...+ cosec १) COSEC a) 


ह 1 1 1 
"Sndo e 
siną sina, sinasina; , sina, sina, 


sin (ay 4) + sin (a; 742) ER sin (१, —a,-i) 


च gina, sina, sings sina; sina, Sina, 


sina, cosa, —cosa,sina,) „Sina osa oosa sina) a cosa —cosa,sina;) i Sina, cosa, ,—cosa, sina, ,) 
u sina, sina, sina, sina, sina, „sina, 
= (cot a, - cot a,) + (cot a, ८ cot a) + ... + (cot 4, — cot a) 


= cot a, - ९0 a, 
उदाहरण 11 | Fé 
6) यदि चार विभिन्न धनात्मक राशियाँ ०, b, ८, d समांतर श्रेणी में हैं, तो सिद्ध कौजिए कि 


b d में हैं 
G) sË चर विभिन धनात्मक राशियाँ a, b, c, गुणोत्तर श्रेणी में हैं तो सिद्ध कीजिए कि 


a+d>b+c 
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हल 
(i) क्योंकि a, b, ८, 4 समांतर श्रेणी में हैं, इसलिए प्रथम तीन पदों के लिए A.M. > G.M. 


अतः b> Jac ( - a =b) 

वर्ग करने पर, b>ac ... (1) 
इसी प्रकार अंतिम तीन पदों के लिए 

AM > GM 

œ > bd à % (2) 


(1) तथा (2) को गुणा करने पर हम 
७?८? > (ac) (४६) प्राप्त करते ŽI 
= bc > ad 
Gü) क्योंकि a, b, ८, 4 गुणोत्तर श्रेणी में है 
प्रथम तीन पदों के लिए A.M. > G.M 


अर्थात्‌ 22 > ७ (क्योकि ४-४) 
>> a+c>?2b ४३ (8) 
इसी प्रकार अंतिम तीन पदों के लिए 
2 2८ (क्योकि 152 =) 


> b+d>2c ७) 
(3) एवं (4) को जोड़ने पर हम & i 
(a + O) + (b + d) > 2b + 2८ प्राप्त करते हैं 
> a+d>b+c 
उदाहरण 12 यदि a, b, c किसी समांतर श्रेणी के तीन क्रमागत पद हैं और», y, 2 किसी गुणोत्तर श्रेणी 
के तीन क्रमागत पद हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 


yir Ë= 
क्ल जू 
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हल a,b,c समांतर श्रेणी के तीन क्रमागत पद š 
b-4=c-b=d (मान लीजिए) 


इसलिए 
c-a= 2d 
a-b= —-d 
अतः PE 9” x.y, 


deji (क्योंकि % y, 2 गुणोत्तर श्रेणी में होने के कारण) = (५/४2) ) 


उदाहरण 13 यदि Y f(a +k) = 16(2" -1) जहाँ फलन f, fe +y) = 7 (*) ./ 0) को सभी 


» के लिए संतुष्ट करता है एवं /(1) =2 है, तो प्राकृत संख्या a ज्ञात कीजिए। 


प्राकृत संख्याओं x, 
हल दिया हुआ है कि 
f@+y)= f@).f0) और ॥(1) 52 
, इसलिए f@)= fa +1)= /(1) ./ (1) 5 2° 


f@)= fa +2)= /01) . f @) = 2° 
/(4)5 f Ga +3)= f() .f (3) = 24 


और इस प्रकार इस प्रक्रिया को आगे बढ़ाते हुए हम 
f (6 = 2 एवं f (a) = 2" प्राप्त करते हैं। 


S f(a+k)= X f.f K) 
k=l 


अतः =: 


= f (a) 2700 
p (Q + 27% 27%. +27) 


FE Ca] n 
= | 2-1 É (४ 9 = (15 


Y f(a+k) = 16 (2" - 1) दिया हुआ है। 
k=l 


परंतु 
इसलिए 2051 (20-13 5 16 (2" - 1) 
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= 2 = 24— a ka A 
= क् 3 
वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


उदाहरण संख्या 14 से 23 तक में दिए हुए चार विकल्पों से सही उत्तर का चयन कीजिए। 

उदाहरण 14 अनुक्रम को निम्नलिखित में से किस रूप में परिभाषित किया जा सकता है: 

(A) एक संबंध, जिसका परिसर ८ N (प्राकृत संख्याएं) 

(B) एक फलन जिसका प्रांत ८ N 

(C) एक फलन जिसका प्रांत ८ N 

(D) वास्तविक मानों वाली श्रेणी। 

हल (C) सही उत्तर है। अनुक्रम को एक फलन/: N — X के रूप में परिभाषित किया जाता है जिसका 

प्रात < N 

. उदाहरण 15 यदि), 2 धनात्मक पूर्णांक हैं तो व्यंजक (x+ y) (y + 2) (z + X) का मान है: 
(A) = 8xyz (B) > 8xyz (O) < 8xyz (D) = 4xyz 

हल (B) सही उत्तर है क्योंकि i 


=+ + 
A.M. > G.M., —>. Jx, => Jx और Z= = 


2 
तीनों असमिकाओं को गुणा करने पर हम 


x+y ytz ytz. y) (y) 


> 2 2 
या (x+y) (y +z) G + x) > 8 xyz 
उदाहरण 16 धनात्मक पदों की किसी गुणोत्तर श्रेणी का कोई भी पद अगले दो पदों के योग के समान 
है तो गुणोत्तर श्रेणी का सार्वअनुपात Š: 
(A) sin 18° (B) 2 cos18° (C) cos 18° (D) 2 sin 18° 
हल (D) सही उत्तर है क्योंकि 


Ë, = sa 1 t, +2 


5 ar™! = ar" + ar"! 


> l=r+ř 


-14/5 


2 


r= 
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क्योंकि r > 0, इसलिए r = अर = 2 sin 18° 


उदाहरण 17 किसी समांतर श्रेणी का 7वाँ पद है एवं (2+ वाँ पद 0 है। उस श्रेणी का 4वाँ पद हैः 
(A) -p (Bp (C) p+ 4 (D). p:— q 


हल (5)सही उत्त है. ! 
प्रथम पंद और सार्वअंतर है 


मान लीजिए a और 4 क्रमशः ; | 

इसलिए T =s asap) वऔर | -0 
T, = a+(p+q-1)d=0 (2) 

(2) में से (1) को घटाने पर 44 = —q प्राप्त करते हैं। 4 का मान (1) में प्रतिस्थापित करने पर 

हम 

| : a=q-( 1) C1)=q+p-1 

अब j T= a+(q4-1)d=4+p-1+(4-1) (-)) ` 

= q+p-1 q+1=p 


उदाहरण 18 मान लीजिए कि किसी गुणोत्तर श्रेणीं के तीन पदों का योग S है, गुणफल p है एवं 
व्युतक्रमों का योग R है, तो ?? ९): S° बराबर 
(A) 1 (8) (सार्वअनुपात)" : 1 
(C) (प्रथम पद)? (सार्वअनुपात) (D) इनमें से कोई नहीं 
हल (A) सही उत्तर है। : 
a हैं 
आइए एक गुणोत्तर श्रेणी लेते हैं जिसके तीन पद १% 27 हैं 
S= i | 


तब S= 
कक शी i) 
गोत = — 
ata ara r 
(म r+r+1l 
PR? ae £ Aj 
S° =] 
° षु 
इसलिए वांछित अनुपात 1: 1 ही, } 
उदाहरण 19 श्रेणी 3+ 7+ jipa एवं 14 6+ 11 + का 10 वाँ उभयनिष्ठ पद निम्नलिखित 
में से कौन-सा है? . =? 
(A) 191 (B) 193 (0) 211 (D) इनमें से कोई नहीं। 
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हल (A) सही उत्तर है 

प्रथम उभयनिष्ठ पद 11 है। 

इससे अगला पद सार्वअंतर 4 एवं 5 के ल.स.व. अर्थात्‌ 20 को जोड़ने पर प्राप्त होता है। 
इसलिए 10वाँ उभयनिष्ठ पद = समांतर श्रेणी का ',, जिसमें ८ = 11 एवं 4 = 20. 

प्‌ =a +9 d= 11 +9 (20) = 191 


उदाहरण 20 एक गुणोत्तर श्रेणी में पदों की संख्या सम है। यदि सभी पदों का योग विषम पदों के 
योग का 5 गुना है, तो गुणोत्तर श्रेणी का सार्वअनुपात हें: 


न्य 1 a 
(&) — (B) ç (©) 4 (0) इनमें से कोई नहीं 

हल सही उत्तर (0) है। 

आइए एक ऐसी गुणोत्तर श्रेणी ०, ar, ar, ... लेते हैं जिसके पदों की संख्या 2# है। 


a (27 =) 5a (7 y -1) 
rl 7 r2—1 


(क्योंकि विषम पदों का सार्वअनुपात 7? होगा और पदों की संख्या n होगी ) 


ह्म प्राप्त करते हैं। 


a (r -]) a (r -1) 
r-1 (2 -1) 
= a (r + 1) = 5a, अर्थात्‌ 7 = 4 


= 


उदाहरण 21 व्यंजक 31+3!7*, x€ R का न्यूनतम मान हैः 


1 
(A) 0 ७) 3 (०३ (D) 245 


हल सही उत्तर (D) है। 
हम जानते हैं कि धनात्मक संख्याओं के लिए A.M. 2 G.M 


+3 
इसलिए — 7 
3+ „ p 3 
Was x 
= 2 3 
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9.3 प्रश्‍नावली 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न (S.A) 
1. एक समांतर श्रेणी का प्रथम 
—a(p +9 4 हे [संकेत: वांछित योग = $, , , - S.) 
p- 


म पद ८ है एवं प्रथम p पदों का योग शून्य है। दर्शाइए कि सो 


P 


अगले q पदों का योग 


2. एक व्यक्ति 20 वर्ष में 66000 रुपये बचाता है। प्रथम वर्ष के पश्चात्‌ प्रत्येक परवती वर्ष में 
वह पिछले वर्ष की तुलना में 200 रुपये अधिक बचाता है। ज्ञात कीजिए कि वह व्यक्ति प्रथम 
वर्ष में कितने रुपये बचाता था? 

3. एक व्यक्ति 5200 रुपये के प्रारंभिक वेतन पर किसी पद को स्वीकार करता है। अगले ही महीने 
से उसे प्रत्येक महीने 320 रुपये की वेतन वृद्धि प्राप्त होती है। 

(a) उसका दसवें महीने का वेतन ज्ञात कीजए 
(७) प्रथम वर्ष में उसने कुल कितना धन अर्जित किया? 
4. यदि किसी गुणोत्तर श्रेणी के pal एवं बाँ पद क्रमशः a एवं है तो सिद्ध कीजिए कि उस 


1 


Li 
श्रेणी का (p + 4)वाँ पद (a है। 

5. एक बढ़ई को 192 खिड़्कियों के फ्रेम तैयार करने के लिए काम पर रखा गया । प्रथम दिन 
उसने पाँच फ्रेम बनाये और उसके पश्चात्‌ प्रतिदिन पिछले दिन की तुलना में 2 फ्रेम अधिक 
बनाए। ज्ञात कीजिए कि कार्य को पूरा करने में उसने कितने दिन लगाए? 

ह. हम जानते हैं कि त्रिभुज के अंत: कोणों का योग 180° होता है। सिद्ध कीजिए कि 3, 4, 5, 

6 .......... भुजाओं वाले बहुभुजों के अं” कोणों का योग एक समांतर श्रेणी बनाता है। 21 भुजाओं 
वाले बहुभुज के अंतःकोणों का योग ज्ञात कौजिए। 

7. एक समबाहु त्रिभुज की एक भुजा 20 सेमी लंबी है। प्रथम त्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिंदुओं 

को. मिलाकर एक दूसरी त्रिभुज पहली त्रिभुज के अंदर बनायी जाती है। यह प्रक्रम चलता ही 

रहता है तो इस प्रकार बनी हुई (छठी) अंतः समबाहु त्रिभुज का परिमाप ज्ञात कोजिए। 

एक आलू दौड में 20 आलू एक ही पंक्ति में 4 मीटर के अंतराल पर रखे गये हैं जिसमें प्रथम ' 

आलू दौड शुरू होने वाले बिंदु से 24 मीटर की दूरी पर रखा गया है। एक प्रतिभागी को एक 

समय में एक आलू को उठाकर लाते हुए सभी आलुओं को वापस उस बिंदु पर लाना है जहाँ 
से दौड शुरू हुई है। सभी आलुओं को वापस लाने के लिए उसे कितनी दूरी तय करनी पड़ेगी। 
टूर्नामेंट में विद्यालयों की टीम हिस्सा लेती है। सभी टीमों के लिए पुरस्कार 

9. किसी क्रिकेट टूर्नामेंट में 16 
राशि के रूप में 8000 रुपये की राशि वितरित की जानी है। यदि अंतिम टीम को पुस्कार राशि 
के रूप में 275 रुपये दिए जाते हैं और बारी-बारी से आने वाली प्रत्येक टीम का पुरस्कार एक 


Me ° 
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निश्चित राशि से बढ़ाया जाता है। ज्ञात कीजिए कि प्रथम स्थान पाने वाली टीम को कितनी राशि 
प्राप्त होगी? . : 

10. यदि ८,, a, a, ... ०, समांतर श्रेणी में हैं जहाँ ०, > 0 ४४, तो दर्शाइए कि 
s 1 1 a 1 _ 7-1 

Vata Ja+jJa — Janita, Ja tja, 


11. श्रेणी (33 - 28) + (5-4) + (7-6) +... का योग (i) n पदों तक (ii) 10 पदों तक, ज्ञात 


कीजिए। 
12. किसी समांतर श्रेणी*का /वाँ पद ज्ञात कीजिए यदि उसके प्रथम n पदों का योग 27 + 3/2 है। 
[संकेतः a, = S, —$,.,] 


` दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (LA). . . 
13. 'किहीं दो संख्याओं के बीच A समांतर माध्य है और 6,, 6, दो गुणोत्तर माध्य हैं, तो सिद्ध कीजिए कि- 
लट 
G, G, 
14. यदि 0, ९ Oy .... 0, , समांतर श्रेणी में है जिसका सार्वअंतर 4 हैं, तो सिद्ध कीजिए कि- 


1:26 = 


sec0, sec8, + sec0, sec8, +... + 5०००, , 5९29, - 10, —tan0, 
i sind 
15. यदि किसी समांतर श्रेणी के p पदों का योग 4 है और 4 पदों का योग pŠ, तो सिद्ध कीजिए 
` कि श्रेणी के/ + q पदों का योग - (p + q) है। उस समांतर श्रेणी के प्रथम # - 4 (9 > 4) 
पदों का योग भी ज्ञात कीजिए। š fn 
16. किसी समांतर श्रेणी एवं गुणोत्तर श्रेणी दोनों के pal, वाँ एवं »वाँ पद क्रमशः a, b एवं ८ Š, 


तो सिद्ध कीजिए कि- ye 
af ¿be-t eea] 
वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न , NSN TO, 
प्रश्‍न संख्या 17 से 26 तक प्रत्येक में दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर का चयन कीजिए। 
(M.C.Q) 


17. यदि किसी समांतर श्रेणी के n पदों का योग 
S = 3n + 272 है, तो उस समांतर श्रेणी का सार्वअंतर है- l 
(A)3 B2 (७०६ (0)4 
18. एक गुणोत्तर श्रेणी का तीसरा पद 4 है। इसके प्रथम पाँच पदों का गुणनफल है- 
(A) 4 B . (O $ ` (D) इनमें से कोई नहीं 
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यदि किसी समांतर श्रेणी के 9वें पद का 9 गुना और उसके 13वें पद के 13 गुना के बराबर 


है, तो उस समांतर श्रेणी का 22वाँ पद है- 
(&) 0 (8) 22 . (C) 220 (D) 198 
20. यदि x, 29, 32 समांतर श्रेणी में हैं जबकि x, y, z गुणोत्तर श्रेणी में हैं, तो गुणोत्तर श्रेणी का 


सार्वअनुपात है- 


19. 


(०2 (D) 


1 
(A) 3 ; (8) ç 
21. यदि किसी समांतर श्रेणी के लिए $, =4 wT S, = qm, जहाँ, समांतर श्रेणी के 7 पदों में 


योग को निर्दिष्ट करता है, तो 5, बराबर है- 


3 

(A) 3 व (8) mną, OP Date 
22. मान लीजिए कि किसी समांतर श्रेणी के प्रथम n पदों के योग को $, से निर्दिष्ट किया. जाता 

है। यदि s, = 35, तो Sy : S, बराबर है . 

(A) 4 ` (B)6 (0) 8 (D) 10 
23. 4+ 4, ४ € R का न्यूनतम मान है- 

(A) 2 (5) 4 (© 1 D)o 

प्राकृत संख्याओं के घनों के योग को निर्दिष्ट करता है एवं s, प्रथम 


24. मान लीजिए कि 5, प्रथम ग्र 


/ प्राकृत संख्याओं के योग को निर्दिष्ट करता है, तो $> बराबर है। 
À r=1 °r 


) Hrs) (B) — 
2 
( प्रय (0) इनमें से कोई नहीं 
25. यदि, श्रेणी 2#3+6+11+ 18 +... के #वें पद को निर्दिष्ट करता है, तो z, का मान है- 
(8) 49: (0) 50251 (D) 49? + 2 


(A) 492 - 1 
26. लकड़ी के ठोस आयताकार खंड के तीन असमान किनारों की लंबाई गुणोत्तर श्रेणी में है। उस 
सेमी एवं कुल पृष्ठीय क्षेत्रफल 252 वर्ग सेमी है। सबसे 


लकड़ी के खंड का आयतन 216 चन 

लंबे किनारे की लंबाई है। 

(A) 12 cm (B) 6 cm (C) 18 cm (D) 3 cm 
प्रश्‍न संख्या 27 से 29 तक रिक्‍त स्थानों की पूर्ति कीजिए- 


र a-b 
27. a, b, ८ को गुणोत्तर रेण में होने के लिए, pae की माल के समान है। 
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28. किसी समांतर श्रेणी के प्रारंभ एवं अंत से समदूरस्थ पदों का योग............ के समान है। 
29. एक गुणोत्तर श्रेणी का तीसरा पद 4 है, तो प्रथम पाँच पदों का गुणनफल ................ है। 


बताइए, प्रश्न संख्या 30 से 34 तक में दिए हुए कथन सत्य हैं अथवा असत्य हैं। 

30. दो अनुक्रम एक साथ समांतर श्रेणी एवं गुणोत्तर श्रेणी नहीं हो सकते है। 

31. प्रत्येक श्रेणी एक अनुक्रम होता हैं परंतु यह आवश्यक नहीं है कि प्रत्येक अनुक्रम एक श्रेणी 
होता है। 

32. किसी समांतर श्रेणी के प्रथम पद के अतिरिक्त कोई भी पद स्वयं से समदूरस्थ पदों के योग 
के आधे के समान होता है। 

33. दो गुणोत्तर श्रेणियों का योग अथवा अंतर भी एक गुणोत्तर श्रेणी होता है। 

34. यदि किसी अनुक्रम के n पदों का योग एक द्विघात व्यंजक है तो वह अनुक्रम हमेशा एक समांतर 
श्रेणी को निरुपित करता है। 
स्तंभ 1 में दिए हुए प्रश्नों का स्तंभ ग में दिए हुए उत्तरों में से सही उत्तर के साथ मिलान कीजिए: 


35. स्तंभ 1 स्तंभ ॥ 
k L 
(9. कल अरे मुह 6) समांतर श्रेणी 
p aaa G) अनुक्रम 
O न्क i 60) गुणोत्तर श्रेणी 
36. स्तंभ स्तंभ 
2 
(a) +22 + 37 +... +n à (2) 
(0) 2+2 +3 + „+n? G) n(n+1) 
(c) 2+4+6+..+2n Gi) — 
(d) 1+2+3+.+n (iv) a 


अध्याय 


10.1 समग्र अवलोकन (Overviews) 


10.1.1 रेखा की ढाल (Slope of a line) 
यदि कोई रेखा ४-अक्ष की धनात्मक दिशा के साथ वामावर्तं दिशा में कोण 9 बनाती है, तो tan 0 का 


मान रेखा की ढाल कहलाता है और इसे # से निर्दिष्ट करते हैं। 
बिंदु १७५, y.) तथा 0 (८, y) से गुजरने वाली रेखा का ढाल 


m =tan0 = 22-21 से प्राप्त होता है। 
25 
का कोण (Angle between two lines):- दो रेखाएँ, जिनके ढाल 


10.1.2 दो रेखाओं के बीच न 
m, तथा #, हैं, के बीच का कोण 9 हमें 
ह On n ; 
tan0=+. m, से प्राप्त होता है। 
यदि रेखाएँ समांतर हैं, तो m, = m. 
यदि रेखाएँ एक दूसरे पर लंब है, तो mm, 
10.1.3 तीन बिंदुओं की सरैखता (Collinearity of three points):- 


, y) TER (८) इस प्रकार है कि ?0 का ढाल = QR का ढाल अर्थात्‌ 


=-1. 
यदि तीन बिंदु ? (A, D, 


jak. Y2 T Ja 
QG, ३ का हज 
अथवा (h — x) 02- ५) = ¢ ¬ y) ९८7) तब वे तीनों बिंदु सरेख कहलाते ë! 


10.1.4 रेखा के समीकरण के विविध कुप (Various forms of the equation of a line) 
" यदि कोई रेखा #-अक्ष के समांतर एवं ८ दूरी पर स्थित है, तब रेखा का समीकरण 


= ता है। 
GD यदि कोई ja >-अक्ष के समांतर है एवं »अक्ष से दूरी पर है, तो रेखा का समीकरण 
= + b होता है। 
करी N f Ta ; बिंदु (५, 70) से गुजरने वाली रेखा, जिसकी ढाल m हो, उसका समीकरण - 
w ma l से ग्राप्त होता है। ) 


y-» F m (x — x) 


— s 
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Gv) दो-बिंदु रूप : दो बिंदुओं (८६, y) तथा (७५ >) से गुजरने वाली रेखा का समीकरण 


J> 
y—y,= Pu (x— x) होता है। 


(४) ढाल-अंतः खंड रूप : )-अक्ष पर अंतःखंड ८ काटने तथा ढाल m वाली रेखा का समीकरण 
y = mx + c है। ध्यान दीजिए कि ८ का मान धनात्मक अथवा ऋणात्मक होगा यदि y-318 पर 
अंतःखंड क्रमश: धनात्मक अथवा ऋणात्मक भाग पर बना है। 

(vi) अंतः खंड रूपः x- अक्ष एवं y-318 पर क्रमशः ८ तथा b अंतःखंड बनाने वाली रेखा का 


समीकरण — 2 =1 
a b 
(५) अभिलम्ब रूप: मान लीजिए कि निम्नलिखित आंकड़ों वाली एक रेखा जो ऊर्ध्वाधर नहीं है, 
(a) मूल बिंदु से रेखा पर खींचे गये लंब की लंबाई p 
(b) अभिलम्ब द्वारा ५-अक्ष की धनात्मक दिशा के साथ बनाया गया कोण ७, 
तब रेखा का समीकरण +८०५ 6 + y sin ७ =7 है। 
10.1.5 रेखा का व्यापक समीकरण ` 
Ax + By + C = 0 के रूप वाला समीकरण जहाँ » और B एक साथ शून्य नहीं हैं, रेखा का व्यापक 
समीकरण कहलाता है। 
Ax + By + C = 0 के विभिन्न रूपः 
रेखा के व्यापक रूप को विभिन्न रूपों में परिवर्तित किया जा सकता है, जैसा कि नीचे दिया हुआ हैः 
G) ढाल-अंतःखंड रूप : यदि B + 0, तब Ax + By+C=0को 
y नक अथवा y = mx + ८ जहाँ m= तथा pe के में जा 
B B B A रूप में लिखा 
सकता है। 


C 


यदि 8-0, तब "पु यह एक उर्ध्वाधर रेखा है जिसकी ढाल अपरिभाषित है और x- 


C 


= 
अत:खड A 


G) अंतःखंड रूपः यदि C # 0, तब +/+ 0-0 को, ऱ्ह + -ठ =1 अथवा ZiZa १ 
w a 


A B 
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जहाँ ८ =La b =- के रूप में लिखा जा सकता है। 


यदि C = 0, तब Ax + By + C = 0 को + By = 0 के रूप में लिखा जा सकता है। यह 
एक ऐसी रेखा का समीकरण Š जो मूल बिंदु से गुजरती है और इसलिए दोनों अक्षों पर इसके 
अंत:खंड शून्य हैं। 

(0) अभिलम्ब रूप: समीकरण Ax + By + C = 0 का अभिलम्ब रूप 


x cosQ + y sin @ = p है जहाँ 


i A DERREN फे एवं p= 

८०5७२८ JAB: „sin @ =+ त एवं p णन £ 
[टिप्पणी : यहाँ पर चिह्लों के उचित चयन की आवशयकता Š ताकि p हमेशा धनात्मक रहो] 
10.1.6 .एक बिंदु की रेखा से दूरी: 
lastad 


Jae है। 


बिंदु? (८, ),) की रेखा Ax + By + C =0 से लंबवत्‌ दूरी (अथवा दूरी) 4 


दो समांतर रेखाओं के बीच की दूरी 
दो समांतर रेखाओं y mx + c, एवं y = mx + c, के बीच की दूरी da h= ol होती है 
+m 


10.1.7 बिदुपथ एवं gaa का समीकरण 

किन्हीं दी हुई शर्तों के अंतर्गत किसी बिंदु के भ्रमण से बना हुआ वक्र, उस बिंदु का बिंदुपथ कहलाता 
है। निर्देशांक (h, #), वाले बिंदु P का बिंदुपथ ज्ञात करने के लिए# एवं k को सम्मिलित करने वाली 
शर्त की अभिव्यक्ति कीजिए। यदि कोई चर है तो उसे विलुप्त कीजिए और P का बिंदुपथ ज्ञात करने 


के लिए अंत में # को से एवं k को y से प्रतिस्थापित कौजिए। 
10.1.8 दो रेखाओं का प्रतिच्छेदनः दो रेखाएँ ०,४ + by + c, = 0 एवं ८४५ by + ८, = 0 
हैं, यदि A h 
0) प्रतिच्छेद करती हैं, यदि 5 


Aai 
Gü) समांतर एवं भिन्न-भिन्न होती हैं, यदि — = b, ह c 
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C 


Gü) संपाती होती हैं, यदि 2-0 e 


ds O C2 
टिप्पणीः 
° बिंदु (x, yi) एवं (x, y) किसी रेखा ax + by +८=0 के एक ही दिशा या विपरीत दिशाओं में स्थित होते 
हैं यदि ax, + by, + ८ एवं ax, + by, + c के चिह्न क्रमश: समान अथवा विपरीत होते हैं। 


° दो रेखाएँ ०,४ + by + ८, = 0 एवं ८,४ + b,y + 2 = 0 एक दूसरे पर लंब होती हैं यदि aa, + bb, = 0. 
° दो रेखाएँ ०,४ + ७,५ +८, = 0 एवं ८,४ + ७,) + ८, = 0 के प्रतिच्छेद बिंदु से गुजरने वाली किसी रेखा का 
समीकरण ax + by + ८, +k (ax, + by, + ८.) = 0 है। # का मान प्रश्‍न में दी हुई अतिरिक्त शर्त का उपयोग 
करते हुए ज्ञात किया जाता है। 
10.2 हल किए हुए उदाहरण 
लघु उत्तरीय उदाहरण (S.A.) 


उदाहरण 1 बिंदु (2, 3) से गुजरने वाली तथा +-अक्ष की धनात्मक दिशा के साथ 30° का कोण 
बनाने वाली रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए। 


+ 1 
हल यहाँ दी हुई रेखा का ढाल m =tan0 = tan 30° = J है तथा दिया हुआ बिंदु (2, 3) है। इसलिए 
बिंदु-ढाल सूत्र के उपयोग से रेखा का समीकरण 


1 Jy B 
y-3= Jš (८-2) अथवा x— ५3) 5 (393 -2) = प्राप्त होता है। 


बलताळ युक पेत लगा को समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके ऊपर मूल बिंदु से खींचे गये लम्ब-खंड 
की लंबाई 4 इकाई है और लंब खंड का धनात्मक :-अक्ष के साथ eh 
हल, रेखा के समीकरण का लंब रूप x ०056 + y sing = 7 है। यहाँ p = 4 and œ = 30° 
इसलिए दी हुई रेखा का समीकरण 

x cos 30° + y sin 30° = 4 है। 


E j P 
स्य +y2=4 अथवा ४३३३१३8 


उदाहरण 3 सिद्ध कीजिए कि प्रत्येक सरल रेखा का समीकरण Ax + By+C=0% रूप में होता 
है जहाँ», B तथा € अचर हैं। 

हल कोई दी हुई सरल रेखा या तो)-अक्ष को काटती है या)-अक्ष के समांतर होती है या 9-अक्ष 
के समांती होती है। हम जानते है कि ॥-अक्ष को काटने वाली (जिसका y अंत: खंड होता है) रेखा 
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का समीकरण] = mx + b के रूप का होता है। इसके अतिरिक्त यदि रेखा)-अक्ष के समांतर या संपाती 
है तो इसका समीकरण = x, के रूप का होता है, जहाँ संपाती होने की स्थिति में x = 0 लिया जाता 
है। ये दोनों ही समीकरण प्रश्‍न में दिये हुए समीकरण के रूप में सन्निहित हैं अतः इस प्रकार वांछित 


परिणाम सिद्ध हो जाता है। 
उदाहरण 4 रेखा x+ y + 7 = 0 पर लम्ब एवं बिन्दु (1, 2) से जाने वाले रेखा का समीकरण ज्ञात 


कीजिए। 
हल मान लीजिए कि रेखा ४+५+7=0 पर लम्ब जिस रेखा का समीकरण ज्ञात करना है उसका 
ढाल  है। दी हुई रेखा) = (-1)#-7 का ढाल-1 है। इसलिए रेखाओं के लम्ब होने की शर्त का 
उपयोग करते हुए हम x (-1)=-1 या = 1 (क्यों) प्राप्त करते हैं। 
इस प्रकार रेखा का वांछित समीकरण) -1 = (1) (४-2) या-1 =2-2 या+-५-1=0है।” 
उदाहरण 5 रेखा 3x + 4y = 9 एवं 6४ + 8) = 15 के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए। o 
हल रेखा 3x + 4y = 9 एवं 6x + 8y = 15 के समीकरणों को पुनः 
15 में 

3r+4y-9=0 एवं wy 0के रूप में लिखा जा सकता है। 

क्योंकि इन रेखाओं का ढाल एक समान है और इसलिए ये एक दूसरे के समांतर हैं। इसलिए इन रेखाओं 


के बीच की दूरी 


उदाह "ण 6 सिद्ध कीजिए कि चर रेखा cosa + y sina = p का अक्षों के बीच की दूरी के मंध्य 


बिंदुपथ Reon ES 
बिंदु का बिंदुपथ ळक है जहाँ? एक अचर ë! 


=1 प्राप्त 


+ 


हल दी हुई रेखा के समीकरण को अंतःखंड रूप में परिवर्तित करने पर हम x > 
CD, o 
cos& sino 


करते हैं। यह रेखा 2-अक्ष एवं )-अक्ष को जिन बिंदुओं पर काटती है उनके निर्देशांक क्रमश: 


[डर 0 | एवं ° =) प्राप्त होते हैं। 


cose sing 


ओं ; p वावरे बिंदु 
मान लीजिए, बिंदु = o) एवं [ (asa ) को मिलाने वाले रेखाखंड का मध्य बिंदु 


(h, k) है 
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तब #< P एव k= R (क्यों) 
2८050 Í 
cosa = d एवं sin = ला 
दोनों ओर वर्ग करके जोड़ने पर 
2 2 
हला ही हती i A 
4h? + 4k? या => + a F 


इसलिए वांछित बिंदु पथ u = Ea है। 
x 


उदाहरण 7 यदि दो बिंदुओं &(2, 0) तथा BB, 1) को मिलाने वाली रेखा को वामावर्त दिशा में A के 
इर्द-गिर्द 15° के कोण से घुमाया जाता है। रेखा का नई अवस्था में समीकरण ज्ञात कीजिए। 


हलः रेखा AB का ढाल =a 1 अथवा 45° है (क्यों) (आकृति को देखिए) 


15° से घुमाने के बाद नई अवस्था में रेखा AC का ढाल tan 60° = 3 है। 


AG, 0) 


आकृति 10.1 


इसलिए नई रेखा AC का समीकरण 
४५-0२ \3(८-2) अथवा y- ४3:5-203--0ही। 
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दीर्घ उत्तरीय उदाहरण (1...) 
उदाहरण 8 यदि बिंदु (3, 2) से जाने वाली रेखा का ढाल न है, तो रेखा पर बिंदु 4 से 5 इकाई 


की दूरी पर स्थित बिंदु ज्ञात कीजिए। 
हल बिंदु (3, 2) से जाने वाली एवं ढाल (slope) " वाली रेखा का समीकरण 


3 
y-2= 77? 
या 4५-3४+1=0है 6) 
मान लीजिए कि बिंदु (h, #) रेखा पर इस प्रकार है कि 


(#-3)?+ (k- = 25 (2) (क्यों) 
और 
4k-3h+1= 0 भी प्राप्त है (3) (क्यों) 
3h-1 
अथवा कक कू ® 
# का मान (2) में रखने पर 
25k — 150h- 175 = 0 (कैसे?) 
या 1.00 
x 4 6 Ds 08८६-४7 
_1 और k = 5 प्राप्त करते हैं। इसलिए वांछित बिंदुओं के 


॥के इन मानों को (4) में रखने पर हम k= 


निर्देशांक (-1, -1) या (7, 5) हैं। 
+29+ 5 = के प्रतिच्छेद बिंदु से जाने वाली अन्य रेखा 


उदाहरण 9 रेखा 5:-6/-150 एवं 3x 
3४-59+ 11 50 पर लम्ब उस सरल रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए। 


हल सर्वप्रथम हम रेखा 5:-6/-1570 एवं 3४+ 27 +5 = 0 का प्रतिच्छेद बिंदु ज्ञात करते हैं जो 


3 
_ 1) है। साथ ही रेखा 3४-70) + 11=0का ढाल ड है। इसलिए इस रेखा पर लम्ब उस 


कि (-1, 
रेखा का ढाल — है (क्यों)? अतः वांछित रेखा का समीकरण 
3 
| y+1= = (z+ 1) 
5x+3y+8=0 है। 


या 
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विकल्पः रेखा 5-6५-1 = 0 एवं 3४+ 2+ 5 =0 के प्रतिच्छेदन से जाने वाली रेखा का समीकरण 
Sx—6y-—1 + k(3x + 2y + 5) 50 है a) 
-(5+3k) | 


इस रेखा का ढाल 
w? —6+2k 


3 
साथ ही रेखा 3:-5/+ 11 = 0 का ढाल गज है। 
क्योंकि दोनों रेखाएँ एक दूसरे पर लंब हैं 


-(5+30 .3_ 


इसलिए 612 * 5 ˆ! 


या k= 45 
इसलिए वांछित रेखा का समीकरण 
Sr-6y-1+45(3x+2y+5)= 0 
या Sx+3y+8= 0है। 
उदाहरणा 10 बिंदु (1, 2) से आने वाली प्रकाश की किरण »-अक्ष पर बिंदु A से परावर्तित होने के 
पश्चात्‌ बिंदु (5, 3) से गुजरती है। बिंदु 4 के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए आपतित किरण 2-अक्ष के जिस बिंदु A से टकराती है उसके निर्देशांक (x, 0) हैं। 
आकृति के अनुसार परावर्तित किरण का ढाल 


3 š 
tan 9 = z Š (1) 


आकृति 10.2 


साथ ही आपतित किरण का ढाल 


tan (770) 5 — (क्यों?) 


 x-1 
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-2 
या EN Ss 
i - tan 0 = A (2) 
(1) तथा (2) को हल करने पर 
3 13 
>. ता का ल 
5-4 x-1 5 


अतः बिंदु 4 के वांछित निर्देशांक (2.०) हैं 

विकर्ण रेखा 8:-15)50 के साथ है और इसका एक शीर्ष 
आयत की भुजाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए। 

आयत है और (1, 2) शीर्ष D के निर्देशांक हैं। हम भुजा 


उदाहरण 11 यदि किसी आयत का एके 
(1, 2), पर है तो इस शीर्ष से जाने वाली 
हल मान लीजिए कि ABCD दिया हुआ आ 
DC एवं AD का समीकरण ज्ञात करना 


चाहंते हैं। 


D (1, 2) 


आकृति 10.3 


. 


दिया हुआ है कि BD रेखा 8- 15y = 0के साथ 
एवं AC के साथ निर्मित कोण 45” है (क्यों) मान ARDC का ढाल है। 


स्थित है इसलिए इसका ढाल > (क्यों)? 


BD द्वारा AD 
8 
sy 
तब tan 45° = Bm (क्यों?) 
. 1+— 
15 
या 15 +8m= 15m-8 
23 
7m= 23 >m= 7 


या 
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इसलिए भुजा DC का समीकरण 
23 
४१-23 7 ७-1) या 23:-7/- 9 - 0 है। 
इसी प्रकार दूसरी भुजा &) का समीकरण 
-7 
y-2= js ७-7) या 7४+ 239 - 53 = 0 है। 


'वस्तुनिष्ठीय प्रश्‍न 
उदाहरण संख्या 12 से 20 तक प्रत्येक के चार विकल्प Ë जिनमें से केवल एक विकल्प सही है। 
सही विकल्प का चयन कीजिए] 
उदाहरण 12 x-38 की धनात्मक दिशा के साथ रेखा ४ -. ५+3=0 का झुकाव है; 
(A) 45° (B) 135° (0) - 45° (D) -135° 
हल (A) सही उत्तर है। दी हुई रेखा के समीकरण को पुनः»<+3 के रूप में लिखा जा सकता है; 
= m= tan 0 = 1, इसलिए 0 = 45°, 
उदाहरण 13 दो रेखाएँ ax + by = ८ एवं ८५ + by= ८ एक दूसरे पर लंब हैं यदि 
(A) aa’ + bb’ = 0 (B) ab’ = ba’ 
(C) ab + a'b' = 0 (D) ab + ba’ = 0 


—-a , 
हल सही उत्तर (4) है। रेखा ax + by = c का ढाल T है और रेखा ०४ + by = ८! का ढाल ë । 


š -a \ f -a’ . 
ये रेखाएँ एक दूसरे पर लम्ब हें यदि (£) (z) = w हळ + ठ “s 
उदाहरण 14 बिंदु (1, 2) से गुजरने वाली एवं रेखा: +y +7 =0 पर लम्ब उस रेखा का समीकरण हैः 


(A) y-x+1=0 (B) y-x - 1-0 
(C) y-x+2=0 (0) y-x-2=0. 
हलः सही उत्तर (B) ŠI मान लीजिए कि रेखा का ढाल # है, तो बिंदु (1, 2) से गुजरने वाली रेखा 


का समीकरण 
y-2= # (४-1) होगा 0) 


साथ ही यह रेखा दी हुई Tax +y + 7 = 0 पर लंब है जिसका ढाल -1 है (क्यों) 


इसंलिए हम m(-1)= -1 क 
या m= 1 प्राप्त करते हें 
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# का मान समीकरण (1) में रखने पर वांछित रेखा का समीकरण 
४-2 x-1 


या y-x-1= 0 प्राप्त होता है। 


उदाहरण 15 बिंदु P (1, — 3) की रेखा 2y — 3x = 4 से दूरी है- 
7 “त 5 
(A) 13 (8) द oB (0) झनमें से कोई नहीं 


हल सही उत्तर (A) ËI बिंदु? (1, -3) की रेखा 2)-32-4=0से दूरी, बिंदु से रेखा पर खींचे 


2(-3)-3-4 
गये लंब की लंबाई के समान है जो कि = x" 
»-1150 पर खींचे गये लंब के पाद बिंदु के निर्देशांक हैः 
(O) (5, 6) (D) (6,5) 
x +y-11 = 0 पर खींचे गये लंब के 


"४3 है। 


उदाहरण 16 बिंदु (2, 3) से Wix + 
(A) (6, 5) (B) (5, 6) 
हल सही विकल्प (3) है। मान लीजिए बिंदु (2, 3) Š रेखा 
बिंदु ४-3 
पाद बिंदु के निर्देशांक (h, #) हैं। तब लंब रेखा का ढाल १.2 है। साथ ही दी हुई रेखा 
४+५-11=0का ढाल -1 है। (क्यों?) 
रेखाओं के परस्पर लंब होने की शर्त का उपयोग करने पर हम 


४-3 क्यों 
= (-1)5 -1 (क्यों?) 
(1) 


या k-h= 1 प्राप्त करते हैं। 


क्योंकि बिंदु (n, D) दी हुई रेखा पर स्थित है 
h+k-ll= 0 अथवा h+k=11 (2) 
(1) तथा (2) को हल करने पर हम ॥२5 एवं k= 6 प्राप्त करते हैं। अतः लंब के पाद बिंदु के निर्देशांक 
(5, 6) हैं। 
गया अंतःखंड, 2-अक्ष पर काटे गये अंतः खंड से 


उदाहरण 17 किसी रेखा द्वारा /-अक्ष पर काटा गय 
दोगुना है और यह रेखा बिंदु (1, 2 ) से जाती है। रेखा का समीकरण हैः 
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(A) 2x+y=4 (B) 2x+y+4=0 

(C) 2x—y=4 (D) 2x—y+4=0 
हल सही विकल्प (A) है। मान लीजिए कि रेखा £-अक्ष पर अंतःखंड ८ काटती है, तो यह y- अक्ष 
पर अंतःखंड 26 बनाएगी। इसलिए रेखा का समीकरण 


x y 
—+—=1 
a 2a है। 


बिंदु 2 
यह बिंदु (1, 2) से जाती है इसलिए हम =Z या a=2 प्राप्त करते हैं। 


अत: वांछित रेखा का समीकरण 


x y 
+1 ` 
stg! या 2८5234 है। 
उदाहरण 18 एक रेखा बिंदु (1, 2) से इस प्रकार जाती है कि अक्षों के बीच इसका अंत:खंड P 
पर दो समान भागों में विभाजित होता है। रेखा का समीकरण हैः 
(A) x+2y=5 (B) x-y+1=0 
(C) x+y-3=0 (D) 2x+y-4=0 
हल सही विकल्प (D) है। हम जानते हैं कि #-अक्ष एवं )-अक्ष पर क्रमशः a तथा b अंतःखंड काटने 
वाली रेखा का समीकरण 


Lr 
—+—=1 
a b है। 
R £ a+0 Eai 0+b 
यहा पर 1= एव 2= E (क्यों) 


जिससे हम a = 2 एवं b = 4 प्राप्त करते हैं। अतः रेखा का वांछित समीकरण 


a + A =1 अथवा 2:+/-4-0 है। 
उदाहरणा 19 बिंदु (4, = 13) का रेखा 5५+) +6 =0 के सापेक्ष में परावर्तित बिंदु हैः 
CHD ७) ७५ (ठ (00 (9 (2) 


हल सही विकल्प (A) है। मान लीजिए बिंदु (4 -13) का रेखा 5४+)+6=0 के सापेक्ष में परावर्तन 
(h, है। बिंदुओं (p, D) एवं (4, — 13) को मिलाने वाले रेखाखंड का मध्य बिंदु 
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9 9 
यह बिंदु दी हुई रेखा पर स्थित है, इसलिए हम 


(5$) ` rz MF 


882), 


2 
या 5# +#+19 = 0 प्राप्त करते हैं। (1) 
बिंदुओं A k 
साथ ही बिंदुओं (h, p) एवं (4, -13) को मिलाने वाली रेखा का ढाल H है। यह रेखा दी हुई रेखा 
८--3)_ 
पर लंब है। अतः (5) z) == (क्यों?) 
5k+65= h-4 
h-5k-69= 0 ©) 


या 
(1) तथा (2), को हल करने पर हम ॥ = 
परावर्तन, बिंदु (-1, — 14) है। 

भ्रमण करता है कि बिंदु (4, 0) से इसकी दूरी, रेखा x= 16 


उदाहरण 20 एक बिंदु इस प्रकार 
से इसकी दूरी का आधा है। बिंदु का बिन्दुपथ हैं- 


_1 एवं ¢ = -14 प्राप्त करते हैं। इस प्रकार दिए हुए बिंदु का 


(B) 4४ +3)? = 192 


(A) 3% + 417 = 192 K 
(C) x2 +y = 192 (0) इनमें से कोई नहीं 
हल सही विकल्प (A) है। मान लीजिए कि भ्रमण करने वाले बिंदु के निर्देशांक (॥ k) है। 
-16 
तब हम Ja- +e = Lhe 
2 +o +0 
प्राप्त करते है) (क्यों?) 
1 2 
> Wars qT 16) 
4 (I — 8h + 16 + É) = h? — 32h + 256 
ial 3h 4 #2 5 192 


अतः अभीष्ट बिंदुपथ 3⁄2 + 4)? = 192 है। 
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10.3 प्रश्‍नावली 


लघु 


1. 


2. 


दीर्घ 


13. 


उत्तरीय प्रश्न (५...) 
बिंदु (1, -2) से जाने वाली और अक्षों पर समान अंत:खंड काटने वाली रेखा का समीकरण 
ज्ञात कीजिए। 
बिंदु (5, 2) से जाने वाली एवं बिन्दु (2, 3) तथा (3, -1) को मिलाने वाली रेखा पर 
लंब, एक रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए। 


* रेखा) = (2-५3) @ + 5) एवं» = @ + ३3) (४-7) के बीच का कोण ज्ञात कीजिए। 
* एक रेखा द्वारा निर्देशांक अक्षों पर काटे गये अंतःखंडों का योग 14 है और यह बिंदु (3, 4) 


से जाता है। रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए। 


* रेखाश+)=4 पर ऐसे बिंदु ज्ञात कीजिए जो रेखा 4४+ 3) = 10 से 1 इकाई की दूरी पर स्थित है। 
- दर्शाइए कि रेखा += एवं a के बीच के कोण की स्पर्शज्या (टेंजेंट) 
2ab 
= aF है। 


* बिंदु (1, 2) से जाने वाली एवं »-अक्ष के साथ 30° का कोण बनाने वाली रेखा का समीकरण 


ज्ञात कीजिए। 


- रेखा 2+) = 5 एवंश+ 3y + 8 = 0 के प्रतिच्छेद बिंदु से जाने वाली और रेखा 3४ + 49 =7 


के समांतर सरल रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए। 


* ० तथा के किन मानों के लिए, रेखा ax + by + 8 = 0 द्वारा निर्देशांक अक्षों पर कारे गये 


अंतःखंड एवं रेखा 2x—3y + 6 = 0 दवारा निर्देशांक अक्षों पर कारे गये अंत खंड लंबाई में समान 
हैं परंतु faai में विपरीत हैं। š 


. यदि निर्देशांक अक्षों के बीच किसी रेखा का अंतःखंड बिंदु (-5, 4) द्वारा 1: 2 के अनुपात 


में विभाजित किया जाता है, तो रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए। 


. एक ऐसी सरल रेखा का समीकरण ज्ञात कौजिए जिस पर मूल बिंदु से खींचे गये लंब की लंबाई 


4 इकाई है और यह रेखा ४-अक्ष की धनात्मक दिशा के साथ 120° का कोण बनाती है। 
[संकेतः लंब रूप का प्रयोग कीजिए, यहाँ ७ =30°.] 


. किसी समद्ठिबाहु समकोण त्रिभुज की एक भुजा का समीकरण ज्ञात कीजिए यदि उसके कर्ण 


का समीकरण 3x + 4y = 4 है और कर्ण के सम्मुख शीर्ष (2, 2) है। 
उत्तरीय प्रश्‍न (S.A.) 

यदि किसी समबाहु त्रिभुज के आधार का समीकरण»+ = 2 है और शीर्ष बिंदु (2, -1 है, 
तो त्रिभुज की भुजा की लंबाई ज्ञात कोजिए। 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
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[संकेतः fg (2, -1) से रेखा पर खींचे गये लब की लाई (p) ज्ञात कीजिए और = ! sin 60° का प्रयोग 
कीजिए जिसमें 1 त्रिभुज की भुजा की लंबाई है ] 

एक चर रेखा किसी निश्चित बिंदु ? से जाती है। बिंदुओं (2, 0), (0, 2) एवं (1, 1) से 
रेखा पर खींचे गये लंबों का बीजीय योग शून्य है। बिंदु P के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 
[संकेतः मान लीजिए रेखा का ढाल है। तब निर्धारित बिंदु P G, y) से जाने वाली रेखा का 
समीकरण} -, = m (४-2) है। लम्ब दूरियों के बीजीय योग कों शून्य के बराबर लेते हुए, 
हम - 1 = (४-1) प्राप्त करते हैं, अतः (६, y) = (1, 1)] 

बिंदु (1, 2) से जाने वाली एक रेखा को किस दिशा में खींचा जाए ताकि रेखा ४+) = 4 


के साथ इसका प्रतिच्छेद बिंदु दिए हुए बिंदु से च की दूरी पर रहे। 
एक सरल रेखा इस प्रकार घूमती है कि अक्षों पर इसके द्वारा काटे गये अंतःखंडों के व्युत्क्रमों 
का योग हमेंशा अचर है। दर्शाइए कि यह रेखा निर्धारित बिंदु से जाती है। 

संकेतः 7 = BS 
[सकेतः ४ Ü. b 
बिंदु (k, से जाती है।] 
एक रेखा बिंदु (-4, 3) से जाती है और अक्षों के बीच अंतःखंडित रेखा दिये हुए बिंदु द्वारा 
5 : 3 के अनुपात में अंतः विभाजित होता है। रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए। 
रेखा x-y+1=0 एवं 2:-3/+ 550 के प्रतिच्छेद बिंदु से जाने वाली ऐसी रेखा का 


SIT 1 k k 
जहॉ p अनर दल लीजिए)=> रेखा एक निर्धारित 


fs 7 
समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिंदु (3, 2) से F की दूरी पर है। 
यदि किसी तल में भ्रमण करने वाले एक बिंदु की अक्षों से दूरियों का योग 1 है, तो उस बिंदु 
का बिंदु पथ ज्ञात कौजिए। 
[संकेत: दिया हुआ है, |*| + |/|= 
२5 |#|=2 के प्रतिच्छेद बिंदु से 5 इकाई की दूरी पर रेखाओं पर बिंदु क्रमश: . 
९, से दी हुई रेखाओं के (बीच के) कोण का समद्विभाजक पर खींचे 
निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 
[संकेतः 20 अथवा x <0 के अनुसार रेखाएँ y = \/3%+2एव y=- ३3 x+2 Š इन रेखाओं 

इन रेखाओं के प्रतिच्छेद बिंदु से 5 इकाई की दूरी पर स्थित बिंदुओं 


के बीच )-अक्ष कोण समद्विभाजक है! नद में हैं। ल बिंदु 
P,P पर खींचे गये लबों के पाद बिंदु एक उभयनिष्ठ बिंदु के रूप में हैं। लंब के पाद बिंदु का 
re 


निर्देशांक ° 
y निर्देशांक 2 + 5 cos30° है।] 


1, जिससे वर्ग की चार भुजाएँ प्राप्त होती हैं| 


दो रेखाएँ y- 
९,, P, स्थित हैं। ?,, 
गये लंबों के पाद बिंदुओं के 
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21. यदि मूल बिंदु से रेखा “g न = 1 पर खींचे गये लंब की लंबाई PÈ और ८२, p°, ७२ समांतर 
श्रेणी में है तो दर्शाइए कि ८* + bi = 0. 
वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 
प्रश्‍न संख्या 22 से 41 तक प्रत्येक प्रश्‍न के लिए दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर का चयन 
कीजिए : 
22. एक रेखा)-अक्ष से -3 अंत:खंड काटती है और५-अक्ष के साथ बनाये गये कोण की स्पर्शज्या 
से 3 
(टेजेंट) 3 है, रेखा का समीकरण है: 
(A) 5y-3x+15=0 (B) 3y-5x+15=0 
(©) 5y-3x-15=0 ' (D) इनमें से कोई नहीं 
23. एक रेखा अक्षों पर समान अंत:खंड काटती है तब उस रेखा का ढाल है: 
(A) -1 ®) 0 © 2 (0) 3 
24. बिंदु (3, 2) Š जाने वाली एवं रेखा y >> पर लंब एक सरल रेखा का समीकरण हैः 
(A) x-y=5 (8) x+y=5 (CŒ) x+y=1 (D)x-y=1 
25. बिंदु (1, 2) से जाने वाली एवं रेखा )+» + 1 _ पर लंब एक सरल रेखा का समीकरण 
हैः 
(A) y-x+1 50 (B) y-x-1=0 
(C) y-x+2 =0 , (O) y-x-2 50 
26. दो रेखाओं के अक्षों पर अंतःखंड क्रमश: ०ध,-४ एवं ४, - द, हैं। रेखाओं के बीच के कोण की 
स्पर्शज्या (टेंजेंट) है: 
2 _ 2 ss 
७) — @) — 
pa D) इनमें हो 
इनमें से कोई नहीं 
(७ "जळ (0) š 
अ आदि रखा; न „ बिन्दुओं (2, -3) एवं (4, -5), से गुजरती है, तो (a, b) का मान है. 


(A) (1) CLD OAD ei 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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रेखाओं 2x—3y + 5 = 0 एवं 3x + 4y = 0 के प्रतिच्छेद बिंदु का रबाढ ana 0 से दूरी है- 
39 s. (8) जा o प (D) इनमें से कोई नहीं। 
रेखा /3 ५५-२1 के साथ 60° पर झुकी हुई एवं बिंदु (3, -2) से जाने वाली रेखाओं के 
समीकरण हें: 

(A) y+2=0, J3x-y-2-343 50 

(B) ५४-20, J3 x-y+2+3/3 50 

(O) + x-y-2-3.3 50 

(D) इनमें से कोई नहीं। 

बिंदु (1, 0) से जाने वाली एवं मूल बिंदु कर की दूरी पर स्थित रेखाओं के समीकरण ë: 


(A) १७३५ y- 3 =0,J3x- y- ४३ 5० 
(B) ९३4 y+ २3 =0, /3x— y + JA = 0 
(O) x+. y- ४३ 50,2-४3 y ८ ४३5० 
(0) इनमें से कोई नहीं। 


रेखाओं y = mx + c एवं) =m + c, के बीच की दूरी है- 
a-o kel Mo teed 
A mn ® frm © फ़ TR (0): 0 
गये लंब के पाद बिंदु के निर्देशांक हैं: 


बिंदु (2, 3) से रेखा y= 3४+ 4 पर खींचे 


37 1 ऱ्य z) ë Ë n: ) Ë 1) 
(8) Za) (B) E ol Oa (तत 
यदि अक्षों के बीच अंतःखंडित किसी रेखा के भाग का मध्य बिंदु (32) है, तो रेखा का 


समीकरण होगाः है 
(A) 2x+3y=12 (B) 3x + 2y = 12 (C) 4&-3y=6 (D) 5x—2y 510 
बिंदु (1, 2) से जाने वाली एवं रेखा) 5 ४-1 के समांतर रेखा का समीकरण हेत ss 2 
(A) +2=% +1 (B y+2=3G 51) । 

i (D) y-2=x-1 


(६४६७१ G = D 
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35, 


36. 


87. 


38. 


39. 


40. 


41. 


प्रश्‍न प्रदर्शिका 
रेखाओं ४ = 0, / = 0,४ = 1 एवं / = 1 द्वारा निर्मित वर्ग के विकर्णो के समीकरण हैं: 
(A) y=x; y+x=1 (B) y=xs x+y=2 
(C) 2y=x;is y+x= i (D) y=2x;s y+2x=1 
एक सरल रेखा को निर्धारित करने के लिए कितने ज्यामितीय प्राचलों की आवश्यकता होती हैः 
(8) 1 (B) 2 (C) 4 (D) 3 
बिंदु (4, 1) क्रमागत रूप से निम्नलिखित दो रूपांतरणों में से गुजरता हैः 
G) रेखा) = पर परावर्तन 
Gi) धनात्मक 2-अक्ष के साथ 2 इकाई का स्थानांतरण तब बिंदु के अंतिम निर्देशांक हैं; 
TT 
(A) (4,3) (8) 6,4) (O) (1,4) (D) (५) 
रेखाओं 4४+ 3y + 10 = 0, 5x — 12y + 26 = 0 एवं 7x + 24y - 50 = 0 से समदूरस्थ एक बिंदु 
के निर्देशांक हैं: 
(A) G,-D) (B) (1, 1) (C) (0,0) (D) (0, 1) 
एक रेखा बिंदु (2, 2) से जाती है और रेखा 3४+ =3 पर लंब है। रेखा का -अंतः खंड 
हैः ; 
1 B 2 C) 1 D + 
A) उ (B) 3 (©) (0) उ 
रेखाओं 3x + 4y + 2 = 0 एवं 3४+ 4y + 5 = 0 के बीच की दूरी को, 3x + 4५-5 = 0 
निम्नलिखित में से किस अनुपात में बाँटती हैं: 
(A) 1:2 (8) 3:7 (C) 2:3 (D) 2:5 
एक समबाहु त्रिभुज का केंद्रक मूल बिंदु है और एक भुजा का समीकरण x + ५-2 =0 है। 
उस त्रिभुज का एक शीर्ष हैः 
(A) (-1, -1) (B) (2,2) OD (D) G@ —2) 
[संकेतः मान लीजिए कि ABC समबाहु त्रिभुज है जिसका शीर्ष A (m, k) है और D (०, B), भुजा BC पर 
20--/ 2B+k .(k-0 
स्थित एक बिंदु है। तब s: =0= p ठ साथ ही,०८+-2=0 एवं (=) x(-1)=-1] 


सरल रेखाएँ 183 


प्रश्‍न संख्या42 से47 में रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए : 


42. 
43. 


44. 
45. 
.46. 
47. 


बताईए कि प्रश्‍न संख्या 48 9 56 तक दिये हुए 
48. 
49. 
50. 
51. 


52. 


53. 


54. 


. यदि ८, b ८ गुणोत्तर श्रेणी में है, तो 


यदि a, b, ८ समांतर श्रेणी में हैं, तो सरल रेखा ax + by + ८ = 0 हमेंशा से जायेगी। 

बिंदु (1, -2) e. जाने वाली एवं अक्षों से समान अंतःखंड काटने वाली रेखा का समीकरण 
l 

बिंदु (3, 2) से जाने वाली और रेखा£-29 = 3 के साथ 45" का कोण बनाने वाली रेखाओं 

के समीकरण हैं। 

बिंदु (3, 4) एवं (2, ८6) रेखा 3r- 4- 8-0 के पिर स्थित है। 

एक बिंदु इस प्रकार भ्रमण करता है कि बिंदु (2, —2 ) से इसकी दूरी का वर्ग, संख्यात्मक 


रूप में, रेखा 5:£-129 =3 से उसकी दूरी, के समान है। उसके बिंदु पथ का समीकरण 


=है 


अक्षों के बीच अंतःखंडित रेखा x sin 0 + y cos 9 = p के मध्य बिंदु का बिंदु पथ 
——==— 

ए कथन सत्य हैं अथवा असत्य। उत्तर की पुष्टि कीजिए- 
यदि किसी त्रिभुज के शीर्षों के निर्देशांक पूर्णाक हैं तो त्रिभुज समबाहु नहीं हो सकता। 


बिंदु A (- 2, 1), B (0, 5), C C 122 सरेख हैं। 
बिंदु (८ ००४१७, a 770) से जाने वाली एवं सरल रेखा x sec 0 + y ०४९० 0 = a पर लंब 
रेखा का समीकरण x cos 0-9 sin 9 = 2 sin 20 है। 


सरल रेखा 5x + 4y = 0, सरल tarax + 2/-1050 एवं 2:+9+ 550 के प्रतिच्छेद बिंदु 


से जाती है। 
एक समबाहु त्रिभुज का शीर्ष 
>+)<2 है, तो त्रिभुज की शेष दो भुजाएँ/-35(2 ॐ ४5) @-2 हैं। 
बिंदु (3, 5) को, रेखा 4६+9-17 0 एवं 7४-3/-35 = 0 के प्रतिच्छेद बिंदु से, मिलाने 
वाली रेखा का समीकरण बिंदु (0, 0) एवं बिन्दु (8, 34) से समदूरस्थ Š! 


र्ष (2, 3) है और शीर्ष के सम्मुख भुजा का समीकरण 


ह... पु 
रेखा स्य इस प्रकार भ्रमण करती है कि द हो ह” जहाँ ८ अचर है। मूल बिंदु से रेखा 
८ है। 


पर खींचे गये लंब के पाद बिंदु का बिंदुपथ 2 +y = 
tad ax + 20110 +3) + 1 = 0 एवं 


cx + 4y + 1 = 0 संगामी Š! 


A 84 प्रश्‍न प्रदर्शिका 


56. बिंदुओं (3, -4) एवं (-2, 6) को मिलाने वाली रेखा, बिंदुओं (-3, 6) एवं (9, -18) 
को मिलाने वाली रेखा पर लंब है। 

प्रश्‍न संख्या 57 से 59 तक स्तंभ€, के अंतर्गत दिए हुए प्रश्‍न स्तंभ C. के अंतर्गत दिए हुए उचित उत्तर 

के साथ मिलान कीजिए - ? ii 


57. 
स्तंभ €, स्तंभ c, 

(a) बिंदु P एवं 0, रेखा x+ 5} = 13 पर स्थित © (3, ), (-7,11) 
हैं और रेखा 12-5) + 26 = 0 से 2 इकाई I 
की दूरी पर स्थित हैं। P एवं 0 के निर्देशांक हैं; 

(b) रेखा 4:+3/-10<0 से एक इकाई की Gi) (5) > (+7) 

3 

दूरी पर रेखा «+ ) = 4 पर स्थित बिंदु के 
निर्देशांक हैं 

(c) यदि AP = PQ = QB तो A(-2, 5) एवं Gi) (2) i (5) 


B (3, 1) को मिलाने वाली रेखा पर स्थित 
बिंदु P एवं 0 के निर्देशांक हैं: 


58. यदि रेखाएँ (2x + 3y + 4) + À (6x—y + 12) = 0 निम्नलिखित प्रतिबंधों को संतुष्ट करती è 
तो १.का मान हें 


स्तंभ C, स्तंभ c, 
(a) 3-अक्ष के समांतर ÈI ; ७ = à 
७) 7x+y-4= OW लंब है। G) धन्य 
अर आ आग: 
(०) (1, 2) से जाती है। (न 


(d) 2-अक्ष के समांतर है। 60 १3 


59; 


(a) 
(b) 
(० 


(g) 
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रेखायें 2४--3) = 0 एवं 4६-59 2 के प्रतिच्छेद बिंदु से जाने वाली तथा निम्नलिखित प्रतिबंध 
को संतुष्ट करने वाली रेखा का समीकरण ÈI 


स्तंभ C, स्तंभ C, 
बिंदु (2, 1) से जाने वाली 6) 2x—y=4 
रेखा x+2y+1=0 पर लंब है G) x+y-5=0 
रेखा 3४-4५ +5=0 के ü Gü) x-y-1=0 
समांतर है 
अक्षों पर समान रूप से झुकी हुई है (णे 3x-4y-1=0 

———— ० चक्कर 


अध्याय 


शंकु परिच्छेद 


11.1 समग्र अवलोकन (Overview) 


11.1.1 शंकु के परिच्छेद (Sections of a cone) 
मान लीजिए कि / एक स्थिर उर्ध्वाधर रेख है और ॥ एक दूसरी रेखा है जो इस रेखा को स्थिर बिन्दु 
V पर प्रतिच्छेद करती है और इसके साथ एक कोण ७ बनाती है। (आकृति 11 1). 


m 
1 
D 


आकृति 11.1 
अब हम रेखा को रेखा / के परितः इस प्रकार घुमाते हैं कि m की सभी स्थितियों में कोण ८ अचर 
रहता है। इस प्रकार उत्पन पृष्ठ एक लंब वृतीय खोखला द्विशंकु है जिसे हम अब से शंकु ही कहेंगे 
और ये दोनों दिशाओं में अनिश्चित दूरी तक बढ़ रहा है। (आकृति 11.2) 
X = 


अक्ष 
X 
ऊपरी | 
नापे m be 
° v 
निचला 
नापे n कोन 


आकृति 11.2 आकृति 11.3 
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बिन्दु V को शीर्ष कहते हैं और स्थिर रेखा / शंकु का अक्ष कहलाती है। घूमने वाली रेखा # शंकु 
की s. कहलाती है। शीर्ष शंकु को दो भागों में विभक्त करता है जिन्हें नापे (Nappes) कहा 
जाता है। 
यदि हम एक तल और शंकु का परिच्छेद लेते हैं तो इस प्रकार प्राप्त परिच्छेद एक, शंकु परिच्छेद 
कहलाता है। अतः शंकु परिच्छेद ऐसे वक्र हैं जिन्हें एक लम्बवृतीय शंकु और एक तल के परिच्छेदन 
से प्राप्त किया जाता है। 
शंकु के उर्ध्वाधर अक्ष और परिच्छेदी तल के बीच बने कोण और परिच्छेदी तल की स्थितियों 
के अनुसार विभिन्न प्रकार के शंकु प्राप्त होते हैं। मान लीजिए परिच्छेदी तल, शंकु के उर्ध्वाधर अक्ष 
के साथ | कोण बनाता है (आकृति 11.3) तल का शंकु के साथ परिच्छेदन या तो शंकु के शीर्ष 
पर हो सकता है या नापे के दूसरे किसी भाग पर ऊपर या नीचे हो सकता है। तब तल, शंकु के नापे 
(शीर्ष के अतिरिक्त) को काटता है तो हमें निम्नांकित स्थितियाँ प्राप्त होती हैं- 
(a) जब [3 = 90°, तो परिच्छेद एक वृत होता है। 
(b) जब०< B< 90°, तो परिच्छेद एक दीर्घवृत्त होता है। 
(०) जब = ० तो परिच्छेदा एक परवलय होता है। 
[उपरोक्त तीनों परिस्थितियों में तल शंकु के एक नापे को पूर्णतः आर-पार काटता हौ] 
शंकु के दोनों नेप्स को काटता है और परिच्छेद वक्र अतिपरवलय 


(d) जब0<[ < ०; तो तल 
वक्र, आजकल बाहरी अंतरिक्ष के अन्वेषण और परमाणु कणों के व्यवहार 


होता है। वास्तव में, ये व 


की खोज'के लिए महत्वपूर्ण साधन है। 
तलीय वक्रं के रूप में लेते हैं। इस उद्देश्य के लिए अन्य समान परिभाषा 


हम शंकु परिच्छेदों को त 
का उपयोग सुविधाजनक है जो केवल उस तल से सम्बन्ध जोड़ती है जिसमें वक्र स्थित हैं और इस 
तल में विशिष्ट बिन्दुओं एवं रेखाओं, जिन्हें नाभियां एवं नियंताएं कहते हैं, के साथ सम्बन्ध जोड़ती 
है। इस उपगमन के अनुसार परवलय, दीर्घवृत्त एवं अतिपरवलय को तल के एक निश्चित बिन्दु (जिसे 
नाभि कहा जाता है) और एक निश्चित रेखा जिसे नियता कहा जाता है) की सहायता से परिभाषित 
किया जाता है। 

यदि, नाभि और! नियता हैं, तो तल के ऐसे सभी बिन्दुओं का समुच्चय जिनकी बिन्दु S से 
. दूरी, रेखा /से दूरी के साथ एक अचर अनुपात (८) धारण करती है, शंकु परिच्छेद कहलाता है। अचर 
अनुपात (८) को उत्केंद्रता कहते हैं। दीर्घवृत्त के विशिष्ट स्थिति के रूप में हमें वृत्त प्राप्त होता है जिसके 
लिए (e) का मान शून्य होता है और इसलिए इसका अध्ययन हम विभिन्न विधि से करते हैं। 


11.1.2 वृत (Circle): बिंदु 
वृत्त, तल के उन सभी बिन्दुओं का समुच्चय होता हैं जो तल के एक स्थिर बिंदु से एक निश्‍चित दूरी 
पर होते हैं। स्थिर बिन्दु को वृत्त का केंद्र कहते हैं और वृत्त पर किसी भी बिंदु की केंद्र से दूरी वृत्त 
की त्रिज्या कहलाती है। 
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केंद्र (८, k) तथा त्रिज्या 7 के वृत्त का समीकरण (xh Y 
७ -॥)? = 7? है। 
वृत्त का व्यापक समीकरण 2 + y? + 2gx + 2fy + c = 0, 
जहाँ g, f और ८ अचर हैं। 

(a) इस वृत्त का केंद्र (- 8, -/) है। 

(७) इस वृत्त की त्रिज्या |? + /? _८ है। 
मूल बिन्दु से गुजरने वाले वृत्त का व्यापक समीकरण | x 

XL + y2 + 2gx + 2fy = 0 है। आकृति 11.4 
दो घात वाला व्यापक समीकरण अर्थात्‌ ८४? + 2hxy + by? + 2gx + 2fy + c = 0 वृत्त को निरूपित 
करता है यदि (i) +? एवं /?के गुणांक एक समान Š अर्थात्‌ ० = b #0 एवं (1) xy का गुणांक शून्य हैं 
अर्थात्‌ = 0. क 
वृत्त + ५? = ?? के प्राचलिक समीकरण x = r ८०59, y = r 10 हैं, जहाँ 6 एक प्राचल है और वृत्त 
७-॥२५ (y — k; =7 के प्राचलिक समीकरण 

x — h = r ९०050, y — k = r sin8 


= (x, y) 


अथवा x= h + r 0050, y = k + r sino हैं। 
Y 
€ P(x,y) 
A x 
आकृति 11.5 1 
s: वृत्त के व्यापक समीकरण में तीन अचर हँ जो इस बात को दर्शाते हैकि M © 
वृत्त को अद्वितीय रूप में ज्ञात करने के लिए कम से कम तीन प्रतिबंधों की 
आवश्यकता होती है। 


11.1.3 परवलय (Parabola) 

परवलय, तल के उन सभी बिन्दुओं P का समुच्चय है जो तल के 
एक निश्‍चित बिन्दु ह एवं एक निश्चित सरल रेखा 0 से समान दूरी 
पर है। निश्चित बिन्दु F को परवलय की नाभि कहते हैं और निश्चित 


आकृति 11.6 
रेखा को परवलय की नियता (directrix) कहा जाता है। 
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परवलय का प्रमाणिक समीकरण (Standard equations of parabola) 
आकृति 11.7(a) से (d) तक परवलय के चार सम्भावित रूपों को दर्शाया गया है। 


1 


x 


१-4 x'=-4ay 
=4ay 
i (©) आकृति 11.7 (9) 
परवलय की नाभि से जाने वाली और परवलय के अक्ष के लंबवत 


ipeta जीवा (308: की नाभिलंब जीवा कहते हैं। (आकृति 11.17) 


रेखाखंड जिसके अंत्य बिंदु पखलय पर हों, को परवलय 
परवलय से सम्बन्धित मुख्य तथ्य न क 


BESS 
आ ea 
Ru कळ 


भलंब जीवा का 
समीकरण 
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बिन्दु की नाभीय दूरी (Focal distance of a point) 


मान लीजिए कि परवलय का समीकरण y? = 4ax Š और P(x, y) इस पर कोई बिन्दु है। बिन्दु 
P(x, y) एवं नाभि (८, 0) के बीच की दूरी बिन्दु (P) की नाभीय दूरी कहलाती है। 


m= Jea 
z N-a) + 4ax a)? + 4ax 
= Jata} 
=|x+a| 
11.1.4 दीर्घवृत्त (Ellipse) 
एक दीर्घवृत्त तल के उन बिन्दुओं का समुच्चय है, जिसका तल में दो स्थिर बिन्दुओं से दूरियों का 
योग अचर होता है। विकल्पतः दीर्घवृत्त तल के उन सभी बिन्दुओं का समुच्चय है जिनकी तल के 
किसी स्थिर बिंदु से दूरी, तल की किसी स्थिर रेखा से दूरी के साथ, एक अचर अनुपात (< 1) धारण 
करती है। स्थिर बिंदु को नाभि एवं स्थिर रेखा को नियता, कहते हैं अचर अनुपात (e < 1) दीर्घवृत्त 
की उत्काला कलांना है। दीर्घवृत्त के दो मानक सरत कृ इस प्रकार हैं: 
x 2 
G) Tti और Gi) yt“, 
दोनों ही समीकरणों में ८> एवं b? = ८५1 — ecl 
0) में दीर्घ अक्ष, २-अक्ष के अनुदिश है और लघु-अक्ष, )-अक्ष के अनुदिश है। (3) में दीर्घ अक्ष, y- 
अक्ष के अनुदिश है एवं लघु-अक्ष, #-अक्ष के अनुदिश है। आकृति 11.8 (a) और (७) ˆ 
दीर्घं वृत्त से सम्बन्धित मुख्य तथ्य 
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दीर्घवृत्त का रूप 


लघु अक्ष का समीकरण 
लघु अक्ष की लम्बाई 


दूरी, नजदीक वाली नाभि से a — e | x| 


2 2 
दीर्घवृत्त ?,-+2-=1के किसी बिन्दु PG y) कौ नाभीय 
a? 


b2 
है और दूर वाली नाभि से a+e|x|% ; ani 
saa पर स्थित किसी बिद की नाभीय दूरीयों का योग अचर एवं दीर्घ अक्ष की लंबाई के समान 
होता है। 
à 11.1.5 अतिपरवलय (Hyperbola) 
बिन्दुओं का समुच्चय है जिनकी तल में दो स्थिर बिन्दुओं से दूरी 
, म शज m क सन t Pr 
तल के किसी स्थिर बिन्दु से दूरी, तल की किसी स्थिर रेखा से दूरी के साथ, एक अचर अनुपात 
(> 1) बनती उत्केंद्रता हैं 
स्थिर ह ने स्थिर रेखा को नियता एवं स्थिर अनुपात (९>1) को उत्केंद्रता कहते है 
अतिपरवलय के दो मानक रूप हैं, 


2 2 
Oa व 
) = r एः 


यहाँ ४२ = ८? (e - 1), e > 1. 
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अतिपरवलय (i) का अनुप्रस्थ अक्ष, «-अक्ष के अनुदिश है एवं संयुग्मी अक्ष, -अक्ष के अनुदिश है। 
जबकि अतिपरवलय (ii) का अनुप्रस्थ अक्ष, 9-अक्ष के अनुदिश है एवं संयुग्मी अक्ष, ५-अक्ष के 
अनुदिश है। 


Y 
x e O oE y 
Cad) Canteen? X 
x 


2 2 


७) क-न ©) 


आकृति 11.9 


अतिपरवलय से सम्बन्थित मुख्य तथ्य 


अतिपरवलय का रूप 


अनुप्रस्थ अक्ष का समीकरण 
संयुग्मी अक्ष का समीकरण 
अनुप्रस्थ अक्ष की लम्बाई 
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नाभीय दूरी 
z 2 
अतिपरवलय “= == 1 के किसी बिन्दु (६3) की नाभीय दूरी, नजदीक वाली नाभि से ० |x |— a 
तू 
है और दूरी वाली नाभि से e|x|+aŠ% | 
अतिपरवलय पर स्थित किसी बिन्दु की नाभीय दूरियों का अन्तर अचर एवं अनुप्रस्थ अक्ष कौ लम्बाई 
के समान होता है। 
शांकवों के प्राचलिंक समीकरण (Parametric equation of conics) 
शांकव प्राचलिक समीकरण 
G) परवलय : y? = 46४ x= aË, y = 2at;— < t < ०० 
(ii) दीर्घवृत्त : x उ =1 x = a cos8, y = b sin6; 0 < 0 < 27 
PE 2 
a b 
2 2 ae 
Hi LD = a ५९९0, y = b 1910, जहां 
Gü) अतिपरवलय : FI 1 x 


T T T 3 
-> =; <0 
2 ५५ DD, 2 


11.2 हल किए हुए उदाहरण 


लघु उत्तरीय उदाहरण 
ji : की त्रिज्या एवं केंद्र ज्ञात कीजिए। 


उदाहरण 1 वृत्त 22. )२- 2x + y = 8 š 
इल दिए हुए समीकरण को@ ही 456 के रूप में लिखा जा सकता है। 
पूर्ण वर्ग बनाने पर हम | अत 
Qe 2x + 1) + (४१ + 4y + 4) = 8+1+ 
G@- 1) + m a = 13, प्राप्त करते हैं। वृत्त का के साथ इसकी तुलना करने पर 
हम देखते हैं कि वृत्त का केंद्र (1, 72) एन a. 

का समीकरण है, तो नाभि के , नियता का 


उदाहरण 2 यदि ४? = - 89 किसी परवलय s: 
समीकरण और नाभिलंब जीवा की लम्बाई झा ART 


जिसमें है। 
fy के रूप का है जिसमें a धनात्मक 
हेल दिया हुआ ka 0 अक्ष पर है और यह परवलय नीचे की तरफ खुलता है। दिए 
इसलिए परवलय की नाभि : i 


हुए समीकरण को, मानक रूप से तुलना करने पर दग 2 प्राप्त करते हैं। 
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इसलिए नाभि के निर्देशांक (0, -2) हैं। नियता का समीकरण, = 2 है एवं नाभिलंब जीवा की लम्बाई 
4a अर्थात्‌ 8 ÈI 


उदाहरण 3 यदि एक दीर्घवृत्त का समीकरण 9४? + 25)? = 225, है, तो दीर्घ अक्ष, लघु अक्ष, उत्केंद्रता, 
नाभियाँ एवं शीर्ष ज्ञात कीजिए। 
हल 225 से भाग करने पर दिए हुए समीकरण को मानक रूप में निम्नलिखित प्रकार लिख सकते हैं: 


2 2 
E «कल 
25 9 


इससे हम ८ = 5 एवं 9 २3 प्राप्त करते Š| अतः 9 = 25(1 — e), इसलिए e = i क्योंकि ५2 का हर बडा 


है इसलिए दीर्घ अक्ष,४-अक्ष के अनुदिश है एवं लघु-अक्ष,)-अक्ष के अनुदिश है। नाभियाँ (4, 0) एवं 
(-4, 0) हैं। शीर्ष (5, 0) एवं (-5, 0) हैं। 


उदाहरण 4 एक ऐसे दीर्घवृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसकी नाभियाँ (+5, 0) पर है और एक 


36 
नियता का समीकरण: = T है। 


हें a 36 
हल हमें प्राप्त है, ८९5, Z लत जिससे हम ८? = 36 07 ८ = 6 इसलिए e = > 
6 


IE E 2 मत भे 
अब b= ०४४1-०८ 361 ०५6 ४11 अतः दीर्घवृत्त का समीकरण a +ॐ_=1है। 
11 
उदाहरण 5 अतिपरवलय 9४ - 16? = 144 के लिए शीर्ष, नाभियां एवं उत्केंद्रता ज्ञात कीजिए। 
x? 2 मे 
हृल अतिपरवलय का समीकरण न = 1 के रूप में लिखा जा सकता है। इसलिए a = 4, 
l | T E š ; 
b = 3 एव 9=16 (e. = 1) एव e= I6 = 16 इस प्रकार e= Fi अत: शीर्ष ; (£ a, 0) = 
(= 4, 0) पर है और नाभियाँ (z ae, 0) = (+ 5, 0) पर हैं। 


5 
उदाहरण 6 एक ऐसे अतिपरवलय का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष (0, + 6) पर हैं एवं ८ = A 
हल क्योंकि शीर्ष)-अक्ष पर हैं (मध्य बिन्दु मूल बिन्दु पर है) इसलिए अतिपरवलय का समीकरण 
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wis आ क 5: | यु z 1) =64 अतः अतिपरवलय 


2 2 
का अभीष्ट समीकरण A - a -1है और नाभियां (0, + ae) = (0, + 10) ë! 
दीर्घ उत्तरीय उदाहरण 
उदारहण 7 बिन्दुओ (20, 3), (19, 8) और (2, -9) से गुजरने वाले वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए। 
वृत्त का केंद्र एवं त्रिज्या भी ज्ञात कीजिए। 
हल दिए हुए निर्देशांको को वृत्त के व्यापक समीकरण e +y + 28+ 2fy + c= 0 में प्रतिस्थापित 
करने पर हम 
40856४0 7 409 
38g +16f+c= -425 
4g-18f+c= -85 प्राप्त करते हैं। 
इन तीन समीकरणों से हम g=-7,f=—3 एवं ८ = -111 प्राप्त करते हैं। 
अतः वृत्त का समीकरण 
X +y- 14x— 6y - 111 = 
हळ, GJ ७-१ है 


इसलिए वृत्त का केंद्र (7, 3) एवं त्रिज्या 13 है। 

उदाहरण 8 परवलय y = 4.9 के अन्तर्गत एक समबा त्रिभुज इस प्रकार बनाया जाता है कि त्रिभुज 
का एक शीर्ष, परवलय के शीर्ष पर है। त्रिभुज की भुजा की लम्बाई ज्ञात कौजिए। 

हल जैसा कि आकृति में दर्शाया गया है, समबाहु त्रिभुज को APO से 

निर्दिष्ट किया गया है जिसकी समान भुजाओं की लम्बाई। है (मान लीजिए) 


0 


AP = !इसलिएAR = 1०८0530? 


यहाँ 
5 
ON 
l 
साथ ही एरर Isin30°= Ç: 


म E š) , परवलय /? = 4ax पर स्थित बिख P के निर्देशांक है। ei 
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2 ५5 B 
इसलिए E. aia [=] =>l=8a3 


इस प्रकार, परवलय y2 = 4८४ के अंतर्गत बनाई गई समबाहु त्रिभुज की भुजा की अभीष्ट 
लम्बाई 8८/3 ÈI 


उदारहण 9 एक ऐसे दीर्घवृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिन्दु (-3, 1) से जाता है एवं उसकी 


उत्केंद्रता 5 है। दीर्घ अक्ष%-अक्ष पर है और केंद्र मूल बिन्दु पर है। 


2 z 
हल मान लीजिए कि बिन्दु (-3, 1) से गुजरने वाले दीर्घवृत्त का समीकरण +> =1है। 
a 


1: 
इसलिए, कक न 1 
अथवा 9? + a= a? b? 
अथवा 92 (12-20 + क ४? ८? (1 - ४१) (Using b = a? (1 — e) 
32 
— be 
अथवा a 
32 2) 32 
फिर से b= ८० (1-८) = (-3)-2 
फि ( 3 5) 5 
अतः दीर्घवृत्त का अभीष्ट समीकरण 
x y 
डु उ = ¿1 
37” S 
आम 3⁄2 + 5y = 32. 


उदाहरण 10 एक ऐसे अतिपरवलय का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष (6,0) पर है और किसी 
एक नियता का समीकरण x = 4 है। 
इल जैसा कि, शीर्ष बिन्दु %-अक्ष पर हैं और उनका मध्य बिन्दु मूल बिन्दु है, इसलिए अतिपरवर्लय 


2 2 . 
x _ 1 
2 ~“ -1के रूप का होना चाहिए। 
का समीकरण = p 


यहाँ ७? = ८? (८? — 1) शीर्ष (+ a, 0) हैं एवं नियताएं% £ =l से प्राप्त होती है। 
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9 
इस प्रकार ८-6, < 4 इसलिए ८ = जिससे ७? = 36 (2-1) = 45 प्राप्त होता ÈI 
e 


2 2 
£ -2 ऱ्येही 


परिणामतः अतिपरवलय का अभीष्ट समीकरण वः 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न T 
उदाहरण संख्या 11 से 16 तक प्रत्येक के लिए चार सम्भावित विकल्प हैं, जिनमें से एक सही है। 
दिए गये चार विकल्पों में से सही उत्तर का चयन कीजिए 


उदाहरण 11 मूल बिन्दु से 1 इकाई की दूरी पर प्रत्येक निर्देशांक अक्ष को स्पर्श करने वाले वृत्त का 


प्रथम चतुर्थाश में समीकरण हैः r 50 
A) +y -2x-2y+1=0 ru 

6 ५५220 (01:25 y 159 
समीकरण (४-1)7+ (y— 1): = 1 के रूप में लिखा जा 


हल सही विकल्प (A) है। क्योंकि दिया हुआ कद Eo 
सकता है। यह had एक ऐसे वृत्त को निरूपित करता है जिसको लठ (1, 1) 5 एव विन्या 


1 ईकाई है। यह वृत्त दोनों अक्षों का मूल बिन से 1 ईकाई की दुरी प खश करता है। 


उदाहरण 12 रेखाओं 3x + y = 14 एवं 2५+ 5) = 18 के प्रतिच्छेद बिन्दु से जाने वाले उस वृत का 
समीकरण जिसका केंद्र (1,-2) है! y 

|) -2050 (B) #+)7-2:-4/-2050 

(A) x+y-2x+4y-20 (D) x+y +2x+4y-20=0 


हल hs i be Fs 0 एवं 2४% 59 - 18 = 0 क -्िचछेद बिन्दु» = 4, ) = 
2 अर्थात्‌ (4, 2) है। 

इसलिए वृत्त की त्रिज्या = १9४16 = 5 

अतः वृत्त का समीकरण 


अथवा RT Os 
उदारहण 13 परवलय2? = 12} 
जीवा के अत्य बिन्दुओ से मिलाने पर बने त्र e Z F P6, 3) 
क्षेत्रफल है। i 
(A)12 वर्ग इकाई 
(8)16 वर्ग इकाई (D) 24 वर्ग इकाई 
हल सही विकल्प (0) है, आकृति 
त्रिभुज को निरूपित'करता है 


करना € 
है! आकृति 11.11 


1 
= 7०५०० Tae 
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उदाहरण 14 परवलय y? = 6£ के शीर्ष को इसके ऐसे बिन्दुओ, जिनका भुज (४-निर्देशांक) 24 है, 
से मिलाने पर, प्राप्त रेखाओं के समीकरण हैं - 


(A) ५२५2८0 

(B) 2y+x=0 

(C) x+2y=0 < 

(D) 2x+y=0 p 
हल सही विकल्प (8) है। मान लीजिए परवलय y2 = 6x पर 
P एवं 0 दो बिन्दु है जिनके भुज 24 हैं और 0 को Pus Q 
से मिलाने पर 0200 दो रेखाएँ हैं। ठ 
अतः ; y= 6x24=144 
अथवा y= 5512, 
इसलिए? एवं 0 के निर्देशांक क्रमश: (24, 12) एवं (24, -12) Š! 

sa ९ २4-7० 
अत: y =t —x = 2y =+ x अभीष्ट रेखाएं 
रे ७५ आकृति 11.12 


उदारहण 15 एक दीर्घ वृत्त का केंद्र बिन्दू है एवं दीर्घ अक्ष, »-अक्ष पर है, यह बिन्दुओं 
(-3, 1) एवं (2, -2) से जाता है। उस Aa का समीकरण हे: 


(A) 5225३० 32 


(B) ३४ + 5)? = 32 
(C) 52-3 =32 


(D) 32 +5y+32=0 


2 2 शो 
हल (8) सही विकल्प है। मान लीजिए, दीर्घवृत्त का समीकरण A + द =1 है। दिए हुए प्रतिबं 
9 1 i 
के अनुसार, FF एवं += 


7 .« 32 
इनसे हमें ८? = = एव "= - आप्त होता है। दीर्घ वृत्त का अभीष्ट समीकरण 3३५२ + 5२ = 32 है। 


उदारहण 16 एक अतिपरवलय का केंद्र मूल बिन्दु पर है एवं इसके अनुप्रस्थ अक्ष जो ५-अक्ष के 
अनुदिश है, की लम्बाई 7.है। यह अतिपरवलय बिन्दु (5, -2) से जाता है। अतिपरवलय का समीकरण हैः 


4. अलि 5 20 Si , 
ब आ. आ. D SL 

A उन? e a 1967 
4 2 51 2 


(ल p व चय D) इनमें से कोई नहीं 
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oè र š 
हल सही विकल्प (८) है। मान लीजिए 5 - ड =! अतिपरवलय को निरूपित करता है। दिए हुए 


प्रतिबंधों के अनुसार अनुप्रस्थ अक्ष कौ लम्बाई अर्थात्‌ 28 =7— ० = ñ यह भी दिया हुआ है कि 


बिन्दु (5, -2) अतिपरवलय पर स्थित है। इसलिए हम 
4 4 š हमें 
क्त (25) न 1 प्राप्त करते हैं। इससे हमें 


196 a होता है। अतः अतिपरवलय का समीकरण 


305 tf 
4 a Sl S 
497 196” है 

हे अथवा नही उत्तर की पुष्टि कीजिए। 


बताइए उदारहण 17 एवं18 में दिए हुए कथन सत्य 
उदारहण 17 एक वृत्त पर किसी भी बिंदु के निर्देशांक 
है। उस वृत्त का समीकरण (z — 2)2 + (y + !) = 16 है। 
हल सत्य, दिए हुए प्रतिबंधों से हम 

x = 2 + 4 0090 = (४८ 2 
—1+4sin0=y+1= 4 sin0. प्राप्त करते 


(2 + cos8,—1 + 4 sin0) है, जहाँ 0 प्राचल 


)= 4 ००५8 
अथवा y= रते हैं। वर्ग करने पर एवं जोड़ने पर 

. हमें . 
(४-2): + (y + 1)? = 16 प्राप्त होता है। 


उदाहरण 18दी हुई लम्बाई की एक छड इस प्रकार घूमती 
है कि इसके अन्तिम छोर, परस्पर लंब दो निश्चित सरल 
रेखाओं पर ही रहते हैं। छड पर लिया हुआ कोई भी बिन्दु 
दीर्घवृत्त को दर्शाता है। 
हल सत्य, मान लीजिए, सलाख पर कोई बिंदु ? (5) इस प्रकार 
है कि PA=a एवं PB=b आकृति 11.13. 

x= OL = b ०050 


= y= PL=2 sin® 
2 2 
इनसे हमें का _ _ 1, प्राप्त होता है और यह 
का 
एक sisiqa है। 


200 प्रश्‍न प्रदर्शिका 


उदारहण संख्या 19 से 23 में रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 
उदारहण 19 बिन्दु (2, 2) पर केंद्र एवं बिन्दु (4, 5) से जाने वाले वृत्त का समीकरण है। 
हल क्योंकि वृत्त (4, 5) से जाता है और इसका केंद्र (2, 2) है इसलिए इसकी त्रिज्या 


उदारहण 20 एक वृत्त की त्रिज्या 3 ईकाई है और इसका केंद्र रेखा, y = x— 1 पर स्थित है। यदि 


यह वृत्त बिन्दु (7, 3) से जाता है, तो इसका समीकरण है। 
हलः मान लीजिए वृत्त का केंद्र (h, ॥) है। तब k= # — 1 इसलिए वृत्त का समीकरण 
(४-/7* + [y — (h — 1)1 = 9 ... (1) 


दिया हुआ है कि वृत्त का केंद्र (7, 3) से जाता है इसलिए हम, 
(7-#/)7+ (3- (#- 1)? - 9 


अथवा (7-#)?+ (4-%#)१< 9 

अथवा ॥7- 118 + 28 = 0 प्राप्त करते हैं। 

अथवा (४-7) (४-4) 5 0 = h = 4 अथवा h = 7 
अतः वृत्त के अभीष्ट समीकरण, + y2 — 8४ - 6) + 16 = 0 

अथवा x +y’-l4x-12y+76= 0 


उदाहरण 21 एक दीर्घवृत्त का अक्ष, >-अक्ष के अनुदिश है और इसका केंद्र मूल बिन्दु पर है। इसके 
नीभलंब जीवा की लम्बाई 10 इकाई है। यदि नाभियों के बीच की दूरी = लघु अक्ष की लम्बाई, तो 
दीर्घवृत्त का समीकरण है। 


2b? š 
हल दिया हुआ है कि -g 110 एवं 22८ = 2b >b = ae 


हम यह भी जानते हैं कि b = el-e) 
अथवा 2a2e2 = ब२2> e= F (b = ae प्रयोग करने पर) 
अतः a= by 
2 
क ie = 10 
=s b= 5/2 इस प्रकार हम ८ = 10 प्राप्त करते हैं। 


x? y2 
४ भीष्ट समीकरण ---+-- = 1 है। 
अत॑ः दीर्घवृत्त का अ उल * उत है 


शंकु परिच्छेद 201 


उदाहरण 22 एक परवलय की नाभि, बिन्दु (2, 3) है एवं रेखा ५-4) +3 = 0 उसकी नियता है। 
उस परवलय का समीकरण है। 
हल परवलय की परिभाषा का उपयोग करते हुए हम 

x-4y+3 


e+ = एक 


—4dx-6y+1 3) = x + 16y2 + 9 — 8xy — 24y + 6x 
+ 212 = 0 प्राप्त होता है। 


प्राप्त करते हैं। 


17 œ +y 


अथवा 162? + y? + 8xy — 74x ¬ 78y 
2 2 


a 1301 
उदारहण 23 बिन्दुओं (3, 0) एवं (322: 2 से जुनि वाले अणिक क 


उत्केंद्रता है। 


1को 


2 2 ओं < Z 
हल दिया हुआ t कि ata जड़ हक T (2४5 2)से जाता है 
a 


इसलिए हम ८? = 9 एवं ४2 = 4 प्राप्त करते हैं 
इससे हमें ४२ = a2 (०२ — 1) अथवा 


4= 9 (e = 1) 
13 
अथवा ०५5१ ron 
45. a 
अथवा ¿= कु प्राप्त होता है। 
[us प्र ,  प्रश्‍नावली | | 
लघु उत्तरीय प्रश्‍न = 
y यह प्रथम चतुर्थाश में दोनों अक्षों को स्पर्श करता है; वृत्त का 


1. एक वृत्त की त्रिज्या है और य 
समीकरण ज्ञात कीजिए। 
| दी) बिन्दु ७५9), t के सभौ वास्तविक मानों 
हदला लि s: ह x वास्तविक = संख्या है और-1 1 
n दी = स -1<1<1. 
के स्थित है जहाँ a कोई भी निदेशांक 
नि bs babs y पर (2. जाता है तो इसके केंद्र के निदेशांक ज्ञात कीजिए। 
वृत्त बिचुओं (0, 0) (° को स्पर्श करता है और जिसका केंद्र (1, 2) है। 


4. ऐसे वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो-अक्ष 
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Ss 


13. 


14. 


यदि रेखाएं 3:-4/+ 4 = 0 एवं 6x — 8y— 7 = 0 एक वृत्त की स्पर्श रेखाएं हैं, तो वृत्त कौ 
त्रिज्या ज्ञात कीजिए। | 


[संकेत: दी हुई समांतर रेखाओं के बीच की दूरी से हम वृत्त का व्यास प्राप्त करते हैं] 


, तीसरे चतुर्थाश में स्थित एक ऐसे वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो दोनों अक्षों एवं रेखा 


3४-4/+ 8 50 को स्पर्श करता ÈI 


[संकेतः माना a वृत की त्रिज्या है, तब (—a, —a) वृत के केंद्र होंगे और दी गई रेखा की केंद्र 
से लम्ब दूरी, वृत की त्रिज्या है। 


. यदि वृत्त +? + y; — 4x— 6y + 11=0 के व्यास एक छोर (3, 4), पर है, तो व्यास के दूसरे 


छोर के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 


, एक वृत्त का केंद्र (1, -2) पर है और यह 3: +y = 14, 2x + 5y = 18 से जाता है। वृत्त का 


समीकरण ज्ञात कोजिए। 


, यदि रेखा) = १3 x+k वृत्त +? +) = 16 को स्पर्श करती है, तो ८का मान ज्ञात कीजिए 


[संकेतः वृत की त्रिज्या वृत के केंद्र से लम्ब दूरी के बराबर है।] 


, Sa +y — 6x + 12y + 15 =0 के संकेंद्री एवं इससे दुगने क्षेत्रफल के वृत्त का समीकरण 


ज्ञात कीजिए। 
[संकेतः सकेंद्री वृतों के केंद्र समान होते हैं।] 


, यदि किसी दीर्घ वृत्त की नाभिलंब जीवा, लघु अक्ष के आधे के समान हैं, तो इसकी उत्केंद्रता 


ज्ञात कीजिए। 
दिये गये दीर्घ वृत्त 9५2 + 25? = 225 की उत्केंद्रता एवं नाभियां ज्ञात कीजिए। 


यदि किसी दीर्घवृत्त की उत्केंद्रता ~ है और नाभियों के बीच की दूरी 10 है, तो दीर्घवृत्त क्री 
नाभिलंब जीवा ज्ञात कीजिए। 


एक दीर्घ वृत्त की उत्केंद्रता — है, नाभिलंब जीवा 5 है एवं केंद्र (0 , 0) है। दीर्घवृत्त a 
समीकरण ज्ञात कोजिए। 


„ दतत द की नियताओं के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए। 


, परवलय ? = 8x पर किसी बिन्दु की नाभीय दूरी 4 है। उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए 
, परवलय y2 = 4ax के शीर्ष एबं परवलय पर स्थित किसी बिन्दु को मिलाने वाले रेखाखंड 


लम्बाई ज्ञात कीजिए। यदि रेखाखंड ५-अक्ष के साथ 6 कोण बनाता है। 


यदि एक परवलय का शीर्ष एवं नाभि क्रमशः (0, 4) एवं (0, 2) पर हैं, तो उसका समीक” 


ज्ञात कीजिए। 
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परवलय ५? = 4४ की स्पर्श रेखा है, तो m का मान ज्ञात कौजिए। 


19. यदि रेखा) 5 #7४+ 1 परव 
[संकेतः परवलय एवं रेखा के समीकरण को हल करने पर हमें एक द्विघात समीकरण प्राप्त होता है और 
स्पर्शिता के प्रतिबंध का उपयोग करने पर # का मान प्राप्त होता है। ] 

20. यदि एक अतिपरवलय की उत्केंद्रता /2 है और इसकी नाभियों के बीच की दूरी 16 हैं, तो 
अतिपरवलय का समीकरण ज्ञात कीजिए। 

21. अतिपरवलय 9y? - 4४ = 36 की उत्केंद्रता ज्ञात कीजिए। 

22. एक अतिपरवलय की उत्केंद्रता है और इसकी नाभियाँ (+ 2, 0) पर हैं, अतिपरवलय का 
समीकरण ज्ञात कौजिए। 

दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A) 

23. यदि रेखाएं 2४-3) =5 एवं 3४-49 = 7 किसी ऐसे वृत्त के व्यास हैं जिसका क्षेत्रफल 154 
वर्ग इकाई है, तो वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए। 

24. एक वृत्त का केंद्र सरल रेखा)-५ + 3 = 0 पर स्थित Š और यह वृत्त बिन्दुओं(2, 3) एवं 
(4, 5) से होकर जाता है। वृत्त का समीकरण ज्ञात कौजिए। 

25. एक ऐसे वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसका केंद्र (3, -1) है और जो रेखा 
2४-5) + 18 = 0 से 6 इकाई लम्बी एक जीवा काटता है। 
[संकेतः वृत्त की त्रिज्या ज्ञात करने के लिए, केंद्र से दी हुई रेखा पर लंब दूरी ज्ञात कौजिए।] 

26. 5 सेमी त्रिज्या वाले एक ऐसे वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो एक दूसरे वृत्त 
RIPEN 4220 = 0को( >) पर स्पर्श करता है। 

27. 3 इकाई त्रिज्या वाला एक वृत्त बिन्दु (7, 3) से जाता है और इसका केंद्र रेखा ५ = »- 1 
पर स्थित है। वृत्त का समीकरण ज्ञात कौजिए। 

28. निम्नलिखित परवलयों में से प्रत्येक का समीकरण ज्ञात कीजिए। 
(a) नियता x = 0, नाभि (6, 0) (0) शीर्ष (0, 4), नाभि (0, 2) 
(०) नाभि (-1, -2), नियता ~ 2 + 3=0 

29. उन सभी बिन्दुओं के समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए, जिनकी बिन्दुओं (3, 0) एवं 
(9, 0) से दूरियों का योग 12 है। 

30. उन सभी बिन्दुओं के समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए जिनकी बिन्दु (0, 4) से दूरी, रेखा 
y=9 दूरी का Z है। 

31. दर्शाइए कि ऐसे सभी बिन्दुओं का समुचय जिनकी (4, 0) एवं (-4, 0) से दूरी का अन्तर 

निरूपित करता है। 


हमेंशा 2 है, एक अतिपरवलय को 
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32. अतिपरवलय का समीकरण ज्ञात कीजिए यदि दिया हुआ ë: 
4 
(a) शीर्ष (= 5, 0), नाभि (ॐ 7, 0) (b) शीर्ष (0, + 7), e = es 
(०) नाभि (0, ॐ /10), बिन्दु (2, 3) से जाता है। 
वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


बताइए कि प्रश्‍न संख्या 33 से 40 तक के कथनों में से कौन-सा कथन सत्य हे और कौन-सा असत्य हैं? 

33. रेखा + 3y = 0, वृत्त +२ +y? + 6x + 2/ = 0 का व्यास है। 

34. बिन्दु (2, -7) से वृत्त ॐ +)? 14-10) -151 =0 की न्यूनतम दूरी 5 इकाई है। 
[संकेतः न्यूनतम दूरी त्रिज्या एवं केंद्र से दिए हुए बिन्दु के बीच की दूरी का अंतर है] 

35. यदि रेखा / + 7 = 1, वृत्त? + )°= ८” की स्पर्श रेखा है, तो बिन्दु (7,7) वृत्त पर स्थित हैं। 
[संकेतः केंद्र से रेखा की दूरी, वृत्त की त्रिज्या के समान है।] 

36. बिन्दु (1, 2) वृत्त २ + )२- 2४+ 6+ 150 के अन्दर स्थित हैं। 

37. रेखा (६ +m) +॥ = 0, परवलय y? = 4ax को स्पर्श करेगी यदि In = an, 


2 2 
38. यदि? दीर्घवृत्त त =1 पर एक बिन्दु है जबकि 5 एवं s दीर्घवृत्त की नाभियाँ है, तो 


PS+PS’=8. 


2 2 
39. रेखा 2x + 3) = 12 दीर्घवृत्त a: s; 2 को बिन्दु (3, 2) पर स्पर्श करती है। 


40. रेखाओं (3४ - y -43k =0 एवं VI+ ky ~ 4.5 - 6 के प्रतिच्छेद बिन्दु का बिन्दुपथ 
॥के विभिन्न मानों के लिए एक ऐसा है जिसकी उत्केंद्रता 2 है। 
[संकेत : दिए हुए समीकरणों में से # को 


विलुप्त कीजिए।] 
प्रश्‍न संख्या 41 से 46 तक रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 
41. एक वृत्त का केंद्र (3, -4) है और यह रेखा 5+ + 12-12 = 0 को स्पर्श करता है। वृष 
का समीकरण है। 


[संकेतः वृत त्रिज्या, वृत्त के केंद्र से स्पर्श रेखा की लम्ब दूरी है] 


42. रेखाएँ y =x + 2, 3y = 4x और 29 = 3x किसी त्रिभुज कौ भुजाएँ हैं। इस त्रिभुज को परिगत 
(Circumscribing) करने वाला वृत्त का समीकरण 
हक मी u 


है। 


43. 


44. 


45. 


46. 


प्रश्‍न संख्या 47 से 59 तक दिए हुए चार विकल्पों में 
47. 


48. 


49, 


50. 


Sı. 


शंकु परिच्छेद 205 


एक अंतहीन रस्सी को दो पिनों के ऊपर से निकालकर एक दीर्घवृत्त का निर्धारण किया जाता 
है। यदि अक्षों की लम्बाई 6 सेमी एवं 4 सेमी हैं, तो रस्सी की लम्बाई एवं पिनों के बीच की 


दूरी है। 

एक दीर्घवृत्त की नाभियाँ (0, 1), (0, -1) है और लघु अक्ष की लम्बाई 1 इकाई है। दीर्घ 
वृत्त का समीकरण है। 

एक परवलय की नाभि (-1, -2) पर है और नियता x—2y + 3 =0 है। परवलय का 
समीकरण है। 


ता 
एक अतिपरवलय के शीर्ष (0, ॐ 6) पर हैं और उत्केंद्रता डु है। अति y का समीकरण 
i I 


से सही उत्तर का चयन कीजिए - 


एवं नाभियां क्रमश: एव 


बिन्दु (1, 2) पर केन्द्रित एवं बिन्दु (4, 6) से जाने वाले वृत्त का क्षेत्रफल हैः- 

(A) Sr (B) 107 (0) 257 (0) इनमें से कोई नहीं 
दोनों अक्षों को स्पर्श करने वाले एवं बिन्दु (3, 6) से जाने वाले वृत्त का समीकरण है:- 
(B) x+ y- 6x — 6y — 9=0 


(C) X +y2— 6x—6y+9=0 (D) इनमें से कोई > 
बिन्दु (2, 3) से जाता है और उसका केंद्र )-अक्ष पर है, तो 


(A) x+y +6x+6y+3=0 


यदि एक वृत्त मूल बिन्दु एवं बि 
वृत्त का समीकरण È:- 

(A) +9१+ 13930 

(C) 625 62-1350 
एक वृत्त का केंद्र मूल बिन्दु पर है और यह एक ऐसे ; 
जिसकी माध्यिका की लम्बाई 3० है। वृत्त का समीकरण 
(B) ~+ y = 164 
(D) x + य्य 


(B) 3x° + 3924131530 
(D) x+y + 13x + 350 
समबाहु त्रिभुज के शीर्षों से जाता है 


(A) x + y? = 9a? 
(C) x+ y= 4a 


2 
संपाती है माध्यिका की लम्बाई का — गुना है। 
[संकेत: त्रिभुज का केंद्रक और वृत्त का केंद्र संपाती है। वृत्त की त्रिज्या, माध्यिका 3 ] 


_3) है और इसकी नियता y=3 है, तो इसका समीकरण हैः 


यदि की नाभि (0, 
दि किसी परवलय us i 


(A) xX =-12y (B) x2 = 12y 
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52. यदि परवलय y = 4०४ बिन्दु (3, 2) से जाता है, तो इसके नाभिलंब जीवा की लम्बाई हैः 
ठर 4 1 
७) उ ®) ç E (0) 4 


53. यदि एक परवलय का शीर्ष, बिन्दु (-3, 0) है और नियता, रेखा x+ 5 = 0 है, तो इसका 
समीकरण है: 


(A) y=8(+3) (B) £ =8(y+3) 
(©) y=-8(+3) (D) ¥=8(x+5) 


54. एक दीर्घवृत्त की नाभि (1, -1), नियता ५-५-3 = 0 और उत्केंद्रता ड है। दीर्घवृत्त का 
समीकरण हैः 
(A) 7x + 2xy + 7y2— 10x + 109470 
(B) Te + 2xy + 7y2+ 7 = 0 
(C) Te + 2xy + 7y2+ 10:- 1079-75 0 
(D) इसमें से कोई नहीं 
55. दीर्घ वृत्त 3? + )2- 12 के नाभिलंब जीवा की लम्बाई हैं: 


(A) 4 (B) 3 (O) 8 (D) = 


2 2 
56. यदि दीर्घवृत्त क == 1 (a <b), की उत्केंद्रता ¢ है, तो 


(A) b? = a? (a “Ñ e) 


(B) 2 = (1 - e) 
(0) 2 = ° (०-1) 


D) b =e (४१ — 1) 
57. एक अति परवलय के नाभिलंब जीवा की लम्बाई 8 इकाई 


ई है और संयुग्मी अक्ष नाभियों 
के बीच की दूरी के आधे के समान है। उस अतिपरवलय की रक हे bs 


a E 2 
6 3 ® (© हु 00) इनमें से कोई नहीं है 


58. 


59, 
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एक अतिपरवलय की नाभियों के बीच कौ दूरी 16 है और इसकी उत्केंद्रता ./2 है। 
अतिपरवलय का समीकरण है: 


. 2 2 
(A) ey =32 (8). |® 2x — 3y2 = 7 (0) इनमें से कोई नहीं 


यदि एक अतिपरवलय की उत्केंद्रता : š और नाभियां (+ 2, 0) पर Š, तो अतिपरवलय का 


समीकरण हैः 


2 


MEN wl AE: 
~ Ci 


02.3 (0) इनमें नहीं 
(A) (© = _ नह =1 (9) इनमें से कोई नहीं है 


— o 


अध्याय | 


12.1 समग्र अवलोकन (Overview) 


12.1.1 निर्देशांक अक्ष एवं निर्देशांक तल (Coordinate axes and coordinate planes) 
मान लीजिए XOX, ४0४ 2:02 तीन परस्पर लंब रेखाएं हैं जो बिंदु से इस प्रकार जाती हैं कि 
X'OX एवं ४0४ कागज के तल पर स्थित हैं और 7707 कागज के तल पर लंब है। ये तीन रेखाएं 
समकोणिक अक्ष कहलाती हैं (रेखाएं X'OX, Y'OY एवं 2:07 क्रमशः अक्ष, /-अक्ष एवं 2-अक्ष 
कहलाती हैं) हम इस निर्देशांक निकाय को त्रिविमीय अंतरिक्ष 
अथवा केवल अंतरिक्ष कहते हैं। 

इन तीन अक्षों को एक साथ युग्म रूप में लेने पर ५), yz एवं 
2£तलों अर्थात्‌ तीन निर्देशांक तलों को दर्शाते हैं। प्रत्येक तल 
अंतरिक्ष को दो भागों में विभक्त करता है और तीन निर्देशांक तल 
एक साथ मिलकर अंतरिक्ष को आठ क्षेत्रों (भागों), अर्थात O) 
OXYZ (ii) 020४7 (iii) OXY”Z (iv) OXYZ (v) 
OXY'Z' (vi) OX’YZ (vii) 020९८ (viii) OXYZ’ 
(आकृति 12.1), में बाँटते हैं। ये आठ भाग अष्टांशक (Octant) 
कहलाते हैं। 

मान लीजिए P एक ऐसा बिंदु है जो निर्देशांक तल में नहीं 
बल्कि अंतरिक्ष में स्थित है। बिंदु P से निर्देशांक तलों yz, zx एवं 
xy के समांतर ऐसे तल खींचिए जो निर्देशांक अक्षों को क्रमश: आकृति 12.1 
बिंदुओं A, B एवं C पर मिलें। 
वे तीन तल इस प्रकार है: 

(0) ADPF || १८-तल (ii) BDPE || «2-तल 

ये तल एक समकोणिक षट्फलकीय को दर्शाते Š जिसमें 
(A D P F, O BE C), (B D P E, CF A 0) एवं (६ O B D, FPEC) होते हैं (आकृति 12.2) 


12.1.2 अंतरिक्ष में एक बिंदु के निर्देशांक (Coordinate of a point in space) 
त्रिविमीय अंतरिक्ष में किसी स्वेच्छ बिंदु P के निर्देशांक (५७ yy 20 होते हैं, यदि 
(1) १८-तल के समांतर बिंदु P से जाने वाला तल ५-अक्ष को Gç 0, 0) पर प्रतिच्छेद करता है। 


(iii) CFPE || ७-तल 
फलों के तीन युग्म 
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(2) 2£तल के समांतर बिंदु P से जाने वाला तल)-अक्ष को (0, Yy 0) पर प्रतिच्छेद करता है। 
(3) gya के समांतर बिंदु ? से जाने वाला तल 2-अक्ष को (0, 0, z) पर प्रतिच्छेद करता Š! 
अंतरिक्ष निर्देशांक (५, Yy ८), बिंदु P के कार्तीय निर्देशांक अथवा समकोणिक निर्देशांक कहलाते ë! 
इसके अतिरिक्त हम कह सकते हैं कि तल ADPF 
(आकृति 12.2) x-318 पर लंब है अथवा>-अक्ष तल 
ADPF पर लंब है और इस प्रकार >-अक्ष तल 
ADPF की प्रत्येक रेखा पर लंब है। इसलिए PA एवं 
OX परस्पर लम्ब Š अतः बिंदु A, बिंदु P से #-अक्ष 
पर खींचे गए लंब का पाद बिंदु है और इस पाद बिंदु 
&को, बिंदु 0 से दूरी, बिंदु P का2-निर्देशांक है। इसी 
प्रकार हम कह सकते È कि 8 एवं C किन्तु P से 
क्रमशः )-अक्ष एवं 2-अक्ष पर खींचे गए लंबों के पाद 
बिंदु हैं। इन पाद बिंदुओं B एवं € को बिंदु 0 से दूरियां 

बिंदु P के क्रमशः y एवं z निर्देशांक है। 

अतः बिंदु 9 के निर्देशांक x, y 2 बिंदु ? की तीन 
निर्देशांक तलों yz, zc एवं ay से क्रमशः दूरियां हैं। 
12.1.3 एक बिंदु के निर्देशांकों के चिह्न (Sign of coordinates of a point) 

OX, OY, 02 के अनुदिश अथवा समांतर मापी गई दूरी धनात्मक ली जाती है एवं OX”, OY’, OZ/ 
के अनुदिश अथवा समांतर मापी गई दूरी ऋणात्मक ली जाती है, तीन परस्पर लंब निर्देशांक तल अंतरिक्ष 
को आठ भागों में विभक्त करते हैं जिनमें से प्रत्येक भाग अष्टांशक (octant) कहलाता है। किसी बिंदु 
के निर्देशांकों के fag उस अष्टांशक (octant) पर निर्भर करते हैं जिसमें वह बिंदु स्थित है। प्रथम 
अष्टांशक (0०1411) में सभी निर्देशांक धनात्मक होते हैं और r अष्टंशक (octant) में सभी 
निर्देशांक ऋणात्मक होते हैं। तीसरे अष्टांशक (octant) में x, निर्देशांक ऋणात्मक एवं 2 धनात्मक 
होते हैं। पाँचवें अष्टांशक (०००) में x, y धनात्मक एव ब णाक होते हैं चतुर्थ भिषक 
(octant) में x, z धनात्मक एवं» ऋणात्मक होते हैं। छठे अष्टांशक (००३०) में x, z . >, एवं 
» धनात्मक होते हैं। दूसरे अष्टांशक (0०111) में x ऋणात्मक C 9८ धनात्मक होते हैं। 


आकृति 12.2 
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12.1.4 दूरी सूत्र (Distance formula) 
दो बिंदुओं P (६, y,, z) एवं 0 Co )» 2,) के बीच की दूरी 


ए0-(७-५)१+७, पट 2० =» ५-(22-2)2 से प्राप्त होती है। 


बिंदुओं (५, y, z) एवं (८, y, z) से निर्देशांक तलों के समांतर खींचे गए तल एक 
षट्फलकीय का निर्माण करते हैं। षट्फलकीय के किनारों की लम्बाई x— x 


हि जगह Sasa 
विकर्ण की लम्बाई (६-४) +(y, — y +(22-2) होती है। 
12.1.5 विभाजन सूत्र (Section formula) 


बिंदुओं P(x,, y, 2) एवं 0५, y, z) को मिलाने वाले रेखाखंड को अंत: अथवा बाह्यतू: m : n कें 
अनुपात में विभाजित करने वाले बिंदु R के निर्देशांक क्रमश: 


17202 0.१ 2202] प्त 


, 


mx +n% myz+ny, mz,+nz, त 
> > > 
m-n m-n 


बं | 2 my,—ny, mz, -nz J š 
m+n m+n m+n > “Aa 
बिंदुओं P (x, ॥,, z) एवं 0 (५, y> 2) को मिलाने वाले रेखाखंड के मध्य बिंदु के निर्देशांक 
2 2 2 


एक त्रिभुज जिसके शीर्ष (५, yp 2), (७, y, z) एवं 3५ 95 2; पर हैं, के केन्द्रक के निर्देशांक 


atut} yty +y, 2+22+25 š 
| RS NT FE 
12.2 हल किए हुए उदाहरण 
लघु उत्तरीय उदाहरण 
उदाहरण 1 बिंदु () (2, 3, 4) Gi) (-2, -2, 3) का Z 
अंतरिक्ष में स्थान निर्धारित (locate) कीजिए। 
हल 
() बिंदु (2, 3, 4) को अंतरिक्ष में स्थान निर्धारित 
(locate) करने के लिए हम बिंदु O से x- 
अक्ष की धनात्मक दिशा के अनुदिश 2 इकाई 
आगे बढ़ते हैं मान, लीजिए यह बिंदु 
AG, O, O) है। इस बिंदु 4 से )-अक्ष कौ 
धनात्मक दिशा के समांतर 3 इकाई की दूरी X "= (2, 0, 0) . 8 ०,3, 0) 
तय कीजिए। मान लीजिए यह बिंदु आकृति 123 


P (2,3,4) 


त्रिविभीय ज्यामिति का परिचय 211 


B(2, 3, 0) है। इस बिंदु B से 2-अक्ष कौ धनात्मक दिशा के अनुदिश 4 ईकाई की दूरी तय 
कौजिए। मान लीजिए यह बिंदु P( 3, 4) है। 

Gü) मूल बिंदु से#-अक्ष की ऋणात्मक दिशा के अनुदिश 2 इकाई की दूरी तय कीजिए। मान लीजिए 
यह बिंदु ^(-2, 0,0) है। इस बिंदु A से )-अक्ष की ऋणात्मक दिशा के समांतर 2 इकाई दूरी तय 
कीजिए। मान लीजिए यह बिंदु (-2,-2, 0), बिंदु B से >-अक्ष की धनात्मक दिशा के समांतर 3 इकाई 


दूरी तय कीजिए। यह हमारा अभीष्ट बिंदु Q (-2,-2, 3) है (आकृति 12.4) 
Z 


= 


८ (-2, 0, 0) 


(-2,-2, 3) | 
(-2,-2 0) 


आकृति 12.4 
उदाहरण 2 निम्नलिखित तलों का रेखाचित्र बनाईए (i) x = 1 (i) y = 301) 253 


हल 

() तल का समीकरण+= 0,५2 तल को.निरूपित करता है और तल का समीकरण x = 1, yz तल 
के समांतर एक ऐसे जा निरूपित करता है जो yz तल से ऊपर कौ तरफ 1 इकाई की 
दूरी पर Š अब हम yz तल के समांतर, ऊपर कौ तरफ एक इकाई कौ दूरी पर एक अन्य तल 
खींचते हैं। (आकृति 12.5 (०)) 

Gü) तल का रम 2 को निरूपित करता है और तल का समीकरण y = 3, एक 
ऐसे तल को निरूपित करता है जो xz तल के समांतर है और ४८ तल से ऊपर की तरफ 3 

स्थित आकृति 12.5 (७)) 

इकाई की दूरी पर स्थित है (आकृति है और 23, xy तल के समांतर ऊपर 


() तल का समीकरण 2=0,2} तल को निरूपित करता है। (आकृति 
3 तल निरूपित करता ओ ५३ 
की दिशा में 3 ईकाई की दूरी पर एक अन्य तल को निरूपित करता el (आकृति 12.5 (०)) 
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उदाहरण 3 मान लीजिए बिंदु P (3, 4, 5) Š x, y एवं z अक्ष पर खींचे गए लंबों के पाद बिंदु क्रमशः 


1, ४ एवं NŠ L, M एवं N के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 


हल क्योंकि बिंदु L, बिंदु P से ५-अक्ष पर खींचे गए लंब का पाद बिंदु है इसलिए इसके y एवं 2 
निर्देशांक शून्य हैं। अतः L के निर्देशांक (3, 0, 0) हैं। इसी प्रकार M एवं N के निर्देशांक 


(0, 4, 0) एवं (0, 0, 5) हैं। 

उदाहरण 4 मान लीजिए L, M, N किसी बिंदु (3, 4, 5) 
से क्रमशः xy, yz एवं zx तलों पर खींचे गए लंब-खंडों के 
पाद बिंदु हैं। L, एवं N के निर्देशांक क्या हैं? 

हल क्योंकि L बिंदु P से xy तल पर खींचे गए लंबखंड का 
पाद बिंदु है और xy तल पर 2 निर्देशांक शून्य है, इसलिए L 
के निर्देशांक (3, 4, 0) Š! इसी प्रकार हम M (0,4, 5) एव 
N (3, 0, 5) ज्ञात कर सकते हैं। 

उदाहरण 5 मान लीजिए L, M, N किसी बिंदु P(3, 4, 5) 
से क्रमशः xy, yz एवं zx तलों पर खींचे गए लंबखंडों के 
पाद बिंदु है। इन बिंदुओं L, M, N का बिंदु ? से दूरियां ज्ञात 
कीजिए। 

हल क्योंकि L बिंदु P से xy तल पर खींचे गए लंबखंड 

का पाद बिंदु है। इसलिए बिंदु के निर्देशांक 
(3, 4, 0) है। बिंदु (3, 4, 5) एवं बिंदु (3, 4, 0) 

के बीच की दूरी 5 इकाई है। इसी प्रकार हम yz एवं zx 


तल पर खींचे गए लंबखंडों की लम्बाई ज्ञात कर सकते NG, JE 5) 


हैं जो क्रमशः 3 इकाई एवं 4 इकाई है] 

उदाहरण 6 दूरी सूत्र का उपयोग करते हुए दर्शाइए कि 
बिंदु P (2, 4, 6), 0 (- 2, — 2, - 2) एव 
R (6, 10, 14) सरेख हैं। 


Z 


M(0, 4, 5) 


P(3,4, 5) 


1, (3, 4, 0) 


x 
आकृति 12.7 


हल तीन बिंदु सरेख होते ë यदि दो दूरियों का योग तीसरी दूरी के समान है। 


PO = ॥(-2-२१५२-4२००ळ 4)+(-2-6)? = V16+36+64 = 


= RITA = 2/29 


QR = (6+2 +00+2 +0442 = V64+144+256 = /4G4 = 4२29 
PR = (6-2)2400-4721त1 तर +(14-6) = J16+36+64 = ४16 = 2/29 


क्योंकि QR = PQ + PR इसलिए दिए हुए बिंदु सरेख हैं 
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उदारहण 7 चार बिंदुओं 0 (0, 0, 0), A (0, 0, 0), B (0, m, 0) एवं (0, 0, n) से समदूरस्थ एक बिंदु 
के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 
हल मान लीजिए P (x, y, 2) वांछित बिंदु है। तब OP = PA = PB = PC 


t | > 


अब, OP = PA SOP? = PA SIFTED +0 DHE) >x = 


इसी प्रकार, 0? = PB > y = z WOP 5 70-३१ 25 डु 

अतः वित बिंदु के निदेशक (2, ठ 7) ही 

उदाहरण 8 बिंदुओं A (3, 2, 2) तथा B (5, 5, 4) से समदूरस्थ, ५-अक्ष पर स्थित एक बिंदु ज्ञात 
कीजिए। 

हल >»-अक्ष पर बिंदु P (x, 0, 0) के रूप का होगा। क्योकि बिंदु A तथा B बिंदु P से समदूरस्थ है, 
इसलिए PA? = PB? अर्थात्‌ 

(८-3)+ (0-2 + (0 — 22 = (z — 5 + (0 — 5 + (0-4 


"49 
= 4x=25+25+16-17 अर्थात्‌ x= Ç ` 


š बु 49 
अतः A तथा B से समदूरस्थ, -अक्ष पर स्थित बिंदु (अ: 0, 0) है। 


ज्ञात कीजिए जो बिंदु (1, 2, 3) से /10 की दूरी पर ë 


उदाहरण 9 )-अक्ष पर एक ऐसा बिंदु ज्ञ 
0) के रूप में है। 


हल मान लीजिए y-a पर? कोई बिंदु हैं। इसलिए यह PO, y, 
बिंदु (1, 2, 3), बिंदु ?(0, y, 0) से 0 की दूरी पर है। 

इसलिए oey GO = 0 
E Ayas Ni 


अत: (0, 2, 0) अभीष्ट बिंदु है। ` Pess 
10 i निर्देशांक अक्षों के समांतर खींचे गए 

hi saw बिंदुओं ,5) एवं (5, 9, 7) से निर्देशांक अक्षों < 

से एक as d 28 है, तो उस बट्फलकीय के किनारों एवं विकर्ण की लम्बाई ज्ञात 


कौजिए। 
हेल षट्फलकीय के किनारों की लम्बाई 5 — 2, 


विकर्ण की लम्बाई (3 +@+2 =7 इकाई है। 


9 3, 7-5 अर्थात्‌ 3, 6, 2 हैं। 
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उदाहरण 11 दर्शाइए कि बिंदु (0, 7, 10), (-1, 6, 6) एवं (- 4, 9, 6) एक समद्विबाहु समकोण त्रिभुज 
बनाते हैं। 
हल मान लीजिए दिए हुए तीन बिंदु P (0, 7, 10), Q (-1, 6, 6) एवं R (- 4, 9, 6) हैं। 
यहां PQ = .1+1+16 - 3./2 
QR = J9+9+0 3९2 
PR = J16+4+16 = 6 
अब PQ? + QR? = (3V2)? +(3/2)2= 18 + 18 = 36 = (PR)? 
इसलिए A POR एक समकोण त्रिभुज है। साथ ही, PQ = QR अतः ^ POR समद्विबाहु है। 


उदाहरणा 12 दर्शाइए कि बिंदु (5, -1, 1), (7, -4, 7), (1-6, 10) एवं (-1, - 3, 4) एक सम चतुर्भुज 


के शीर्ष हैं। 
हल मान लीजिए & (5, -1, 1), B (7, - 4, 7), 00, - 6, 10) एवं ए (-1, - 3, 4), किसी चतुर्भुज 
के चार शीर्ष हैं। 


AB = 4७9३३6 =7,BC= 364479 =7,CD = 4+9+36 =7, 


DA = १235449 =7 
ध्यान दीजिए कि AB = BC = CD = DA ) ABCD एक समचतुर्भुज है। 


उदारहण 13 ज्ञात कीजिए कि बिंदुओं (2, 4, 5 
४2-तल किस अनुपात में बाँटता है। 


हल मान लीजिए xz तल, बिंदुओं P (2, 4, 5) एवं 0 (3, 5, _ 4 को मिलाने बाले रेखाखंड को 
/:1 के अनुपात में बिंदु R(x, y, 2) विभाजित करता है। ) लाने वाले रेखाखंड 


) एवं (3, 5, - 4) को मिलाने वाले रेखाखंड को 


४२2४१2 = 5874 z= —4k+5 


202 अत k+1 
क्योंकि बिंदु R, x, y तल में स्थित Š इसलिए इसका १-निर्देशांक शून्य होना चाहिए 
Sk+4 4 
अर्थ्‌ =0—k= ड 


अतः अभीष्ट अनुपात -4: 5 है अर्थात्‌ तल दिए हुए रेखाखंड को 4 : 5 के अनुपात में बाह्य विभाजित 
करता है। 
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कवे 
एक बिंदु P, बिंदु A (-2, 0, 6) से बिंदु B (10,-6,-12) के बीच रास्ते के द वें भाग 


पर स्थित है। बिंदु P के निर्देशांक ज्ञात कौजिए। 
मान लीजिए P (x, y, 2) वांछित बिंदु हैं अर्थात्‌ ९, AB को 5 : 1 के अनुपात में विभाजित करता 
है। इसलिए 


e > 50% 2558631900 SINT) (8, -5, -9) 
(x, y, 2) मिका , 5+1 5+1 


एक समकोणिक षट्फलकीय के शीर्ष एवं किनारा ज्ञात कौजिए यदि उसका एक शीर्ष 
(3, 5, 6) प्रथम अष्टांशक में है, एक शीर्ष मूल बिंदु पर है और उसके किनारे x, y एवं z अक्षों के 
अनुदिश हैं। 

षट्फलकीय के छः तल 

निम्न प्रकार है- 
तल OABC, ,-तल में स्थित 
| इस तल में स्थित प्रत्येक 
बिंदु का 2 निर्देशांक शून्य है। 
इस तल में ५» का समीकरण 
z = 0, तल PDF, xy तल के 
समांतर एवं ऊपर की तरफ 6 
ईकाई की दूरी पर स्थित है। इस 
तल का समीकरण 2.56 है। 
तेल ABPF, तल x = 3 का 
निरूपित करता है। तल OCDE, 
2“-तेल में स्थित है और इस 
"ल का समीकरण <= 0 है। 
पेल AOBF = तल में स्थित 


ळा Pe 


(3, 0, 0) (3, 5, 0) 


है। इस तल में स्थित प्रत्येक बिंदु x आकृति 12.8 
कं 2“निर्देशांक शून्य है। इसलिए 
"च. WET कां समीकरण y=0 है। 
8007 तल AOEF के समांतर) = 5 की दूरी पर है। š 
0 एवं = = 0 है। 


"2 बा u ड “a t pp न के समीकरण2 = 0, x = 0 है। >-अक्ष 
किनारा 0८ एवं OE क्रमश: y- एवं 2-अक्ष पर स्थित हा I. í 
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का समीकरण = 0, y = 0 है। बिंदु? (3, 5, 6) की #-अक्ष से लंबवत्‌ दूरी 52 +6? = हा है। बिंदु? 


(3, 5, 6) की )-अक्ष एवं 2-अक्ष से दूरियाँ क्रमशः ,/32 +62 = 45 एवं 32 +52 = 34 हैं। बिंदु? 
(3, 5, 6) से निर्देशांक अक्षां पर खींचे गए लम्बों के पाद बिंदुओं के निर्देशांक ^, € एवं ह है। बिंद 
(3, 5, 6) से निर्देशांक तलों x yz एवं zc पर खींचे गए लंबों के पाद बिंदुओं के निर्देशांक हक 
(3, 5, 0), (0, 5, 6) एवं (3, 0, 6) है। हम यह भी देखते हैं कि बिंदु की तलों xy, yz एवं zx से लं 
दूरियाँ क्रमशः 6, 5 एवं 3 हैं। 

उदाहरण 16 मान लीजिए तीन बिंदु A (3, 2, 0), B (5, 3, 2) एवं C (- 9, 6, - 3), एक त्रिभुज बनाते हं 


८ BAC का कोण समद्विभाजक ^, भुजा BC को D पर मिलता है। बिंदु D के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 
हेल ध्यान दीजिए: 


क्योंकि AD, Z BACHI कोण समद्विभाजक है इसलिए हम 2a = — प्राप्त करते है! 
i > AG १5 
अर्थात्‌ बिंदु D, BC को 3: 13 के अनुपात में विभाजित करता है। इस प्रकार D के निर्देशांक 
3(-9)+13(5) 3(6)+13(3) 3(—3)+13(2) ) /19 57 17 
EE: EFF: FF [ ) हैं। 


816716 

उंदाहेरण 17 )८-तल में एक ऐसा बिंदु ज्ञात कीजिए, जो तीन बिंदुओं A (2, 0 3) B (0, 3, 2) m: 
C(0,0,1) Š समदूरस्थ है। í + 
हलं क्योंकि yz तल में स्थित किसी भी 
एक बिंदु हैं और PA = PB = PC 
PA=PB=(0-2+(-0'+G-3= (0-0 + ७-3) 


बिंदु का »-निर्देशांक शून्य है। इसलिए ए (0, y, 2), yz पि 


+ (८2-22 
अर्थात्‌ z—3y=0 K (0 
एवं 78-7८ >y +9-6y+2+4-4z= yp]. 5, 
अर्थात्‌ 394५26 @ 


समीकरण (1) तथा (2) को हल करने पर 
हम )= 1, 25 3 प्राप्त करते हे; इसलिए बिंदु P के निर्देशांक (0, 1, 3) हैं। 
aP A 


उदाहरण संख्या 18 से 23 तक प्रत्येक के लिए दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर का र्व 
कीजिए: (M.C.0) 
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उदाहरण 1९ बिंदु P (3, 4, 5) से9-अक्ष पर खींचे गए लंब की लम्बाई हैः 

(A) 10 . (B) J34 (© AB (D) 5/2 
हल मान लीजिए बिंदु P से )-अक्ष पर खींचे गए लम्ब का पाद बिंदु है इसलिए इसके 2 एवं 2 
निर्देशांक शून्य हैं अर्थात्‌ (0, 4, 0) इसलिए बिंदुओं (0, ५ 0) एवं (3, 4, 5) के बीच की दूरी ,/9+25 


अर्थात्‌ (34 है। 
उदाहरण 19 बिंदु P (6, 7, 8) की .9--तल से लम्बवत्‌ दूरी हैः 
(A) 8 (8) 7 (0) 6 (0) इनमें से कोई नहीं है। 


हल मान लीजिए बिंदु १(6, 7, 8) से xy तल पर खींचे गए लंब का पाद बिंदु 1, है और इस पाद 
बिंदु 1, की p से दूरी, P के 2 निर्देशांक के समान है। अर्थात्‌ 8 ईकाई है। FP 
उदाहरण 20 बिंदु P (6,7, 8) से ७-तल पर खींचे गए लंब का. पाद बिड L है। बिंदु >y के निर्देशांक है: 
(A) (6, 0, 0) (B) (6, 7, 0) (©) (6,0,8) (D) इनमें से कोई Les 
हेल क्योंकि बिंदु L, बिंदु P से 2)-तल पर खींचे गए लंब का पाद बिंदु है और 2)-तल में z निर्देशांक 
शून्य है। इसलिए 1, के निर्देशांक (6, 7, 0) हैं। 
उदाहरण 21 किसी बिंदु (6, 7, 8) से #अक्ष पर A 
(A) (6,0,0) (B) (0.7० 
हेल क्योंकि बिंदु 1, बिंदुओं से? से -अक्ष पर 
शून्य हैं। अत:1. के निर्देशांक (6, 0, 0) हैं। ” 
Saet 22 एक बिंदु, जिसके लिए = 0, z = 0, का बिंदु पथ हैः 
(A) »-अक्ष का समीकरण (B) )-अक्ष का समीकरण 
(0) झनमें से कोई नहीं 


(C) z- 'समीकरण an 
हेल जिस i के = 0 उसका बिंदुपथ >-अक्ष है क्योंकि %-अक्ष पर y एवं 2 दोनों शून्य 
होते हैं। f 


गए लंब का पाद बिंदु L है। L के निर्देशांक हैं: 
k: (७७009 ©) कोई नहीं 
दीचे गए लंब का पाद बिंदु है और y एवं 2-निर्देशांक 


उदाहरण 33 बिंदु L, बिंदु ? (3, 4, 5) से सट तल पर खींचे गए लंब का पाद बिंदु है। बिंदु L के 
निर्देशांक हैं; ्‌ (© ७,०5३) (0 640 

w (A) (3,0, B) (0,4,5) Rens लि ५ तल से 

w इये l बिंदु है हे š 2 यर डालें गए लंब का पाद बिंदु है और xz तल में स्थित 


सभी बिंदुओं का y निर्देशांक शून्य है। इसलिए लंब के पाद बिंदु के निर्देशांक (3, 0, 5) है। 

उदाहरण संख्या 24 से 28 में रिक्‍त स्थानों की पूर्ति कोजिएः VERN 
उंदाहेर 34 एक tay तल के समांतर है, यदि रेखा पर स्थित स बिंदु 

i है। as ; 

Si xy तल के समांतर रेखा पर सभी बिंदुओं के 2 निर्देशांक समान होते हैं। 
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समीकरण 2 = तल के समांतर एक तल को निरूपित करता है। 


क्योंकि x = 0, yz तल को निरूपित करता है इसलिए x = b, yz तल के समांतर मूलबिंदु से b 
इकाई की दूरी पर एक अन्य तल को निरूपित करता है। 


3-अक्ष से बिंदु P (3, 5, 6) की लंबवत्‌ दूरी है। 
क्योंकि M, बिंदु P से)-अक्ष पर डाले गए लंब का पाद बिंदु हे। इसलिए इसके x एवं z निर्देशांक 
शून्य हैं। M के निर्देशांक (0, 5, 0) हैं। P की )-अक्ष से लंबवत दूरी ,/३२ +62 = /15 ÈI 


L, बिंदु P (3, 4, 5) से zx तल पर खींचे गए लंब का पाद बिंदु है। L के निर्देशांक 


sf, L बिंदु P से >:-तल पर बनाए गए लंब का पाद बिंदु है और 2: तल में प्रत्येक बिंदु का 
y निर्देशांक शून्य है। अतः 1, के निर्देशांक (3, 0, 5 ) हैं। 
बिंदु? (a, b, c) से2-अक्ष पर बनाए गए लंब के पाद बिंदु की ए से दूरी है। 
P (a, b, ०) से 2-अक्ष पर बनाए गए लंब के निर्देशांक (0, 0, ८) इसलिए बिंदु P (a, p, ८) एवं 
बिंदु (0, 0, 0 के बीच की दूरी (८2157 है। 
बताइए कि उदाहरण संख्या 29 से 36 तक के कथन सत्य है अथवा असत्य हे- 


+ K >-अक्ष एवं 2-अक्ष संयुक्त रूप से एक तल का निर्धारण करते हें जिसे yz तल कहा 
जाता है। 


सत्य 
बिंदु (4, 5, - 6) छठे अष्टांशक में स्थत हैं। 
असत्य, बिंदु (4, 5, - 6) 5वें अष्टांशक में है। 
LAA, दो तलों ५४-तल एवं «2 तल का प्रतिच्छेदन है। 
सत्य 


तीन परस्पर लंब तल अंतरिक्ष को आठ अष्टांशक में विभाजित करते हैं। 
सत्य 


तल का समीकरण 2 = 6 एक ऐसे तल को निरूपित करता है जो 
है और जिसका 2 अंतःखंड 6 इकाई हे। kit y 


मत्य 


-तल के समांतर 


तल का समीकरण x = 0, )८-को निरूपित करता है। 
सत्य 
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उदाहरण 35 ॥-अक्ष का बिंदु, जिसका 2-निर्देशांक ५, है, को (५, 0, 0) के रूप में लिखा जाता ë! 


उदाहरण 36 x= x. )2-तल के समांतर एक तल को निरूपित करता है। 
देल सत्य 
उदाहरण 37 स्तम्भ C के अन्तर्गत दिए प्रश्नों में से प्रत्येक को, स्तम्भ €,के अन्तर्गत दिए गए सही 
उत्तर से मिलान कीजिए। 
स्तम्भ C, 
(४) यदि एक त्रिभुज का केन्द्रक मूल O समांतर चतुर्भुज 
बिंदु पर है और दो शीर्ष (3, - 5, 7) 
एवं (-1, 7, - 6) हैं, तो तीसरा शीर्ष हैः 
(b) यदि किसी त्रिभुज की भुजाओं के मध्य G) (2-2) 
बिंदु (1, 2, - 3), (3, 0, 1) एवं (-1, 1,-4) 
हैं तो उसका केन्द्रक हैं: 


स्तम्भ C, 


(c) बिंदु (3, - 1, - 1), (5, - 4, 0), (1) समहिबाहु समकोण त्रिभुज 
(2, 3, - 2) एवं (0, 6, - 3) किसके 
शीर्ष हे? 

(d) बिंदु &(1, -1, 3), B (2, - 4, 5) एवं (iv) G,1,-2) 
९ (5, - 13, 11) हैं 

(०) बिंदु & (2, 4, 3), 8 (4, 1, 9) एवं (५) s 


C (10, - 1, 6) किसके शीर्ष हैं? 


¬ (a) मान लीजिए A (3, - 5, 7), B (-1, 7, - 6 
जिसका केन्द्रक (0,0,0) है। 


Cy z) ऐसे त्रिभुज ABC के शीर्ष हें 


2 z+1 
इसलिए 3-1+% —5+7+y 7—6+z x+2_ YE =0,—=0. 
(0, 0, 0) = [ 3 Hl eS | ७ का 3 


Tirs. 2,y=-2 एवं 2 = - 1 इसलिए (a) © (ii) NN 
(0) मान लीजिए ५30 एक त्रिभुज है और DEF FHN: BC, CA एवं» के मध्य बिंदु हैं। हम जान 
त्रिभुज ABC का केंद्रक = त्रिभुज DEF का केंद्रक 
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1+3-1 2+0+1 -3+1-4 
&का केद्रक|-ठ ठ? ठ | अर्थात्‌ (, 1-2) है। 


अतः (b) <> (iv) 


(०) विकर्ण AC का मध्य बिंदु [छि | रथात्‌ G $) है। 


2 2 


विकर्ण BD का मध्य बिंदु (जा z446 2 >) अर्थात्‌ [ d है। 


2 
समांतर चतुर्भुज के विकर्ण एक दूसरे को बराबर भागों में बांटते हैं। इसलिए (c) «> (i) 


(8) JAB|= @-D'+C4+1D2+(5-3) = Jt4 
BC = 6-2: +(-13+4} +( 1-5 =3/14 
AC = (5-1 +(C13+12 +(11-3} = 4/14 


अब AB + BC = AC अतः बिंदु ^, B, C सरेख है। इसलिए (त) ¢> (v) 
(e) AB= J4+9+36 =7 


BC = J36+4+9 = 7 


लघु उत्तरीय प्रश्न 
1. निम्नलिखित बिंदुओं का स्थान निर्धारित (Locate) कीजिए: 
() (1, - 1, 3), Gü) (-1, 2, 4) 
(iii) (- 2, - 4, -7) (iv) (- 4, 2, - 5) 


2. निम्नलिखित बिंदुओं में से प्रत्येक के लिए उस अष्टांश (octane) का नाम लिखिए जिसमें a 
बिंदु स्थित 
62,3), () (4,-2,3), 


Gi) (4,-2,-5) (iv) (4,2,-5) 
(C425) Wi) C3,-1,6) 


Gi) (2,-4,-7) vi) 42-5 


. एक बिंदु Š x, y एवं 


. मूल बिंदु से बिंदु (6, 6, 7) तक की दूरी ज्ञात कीजिए। 
. दर्शाइए कि यदि ५+}? = |, तो बिंदु (,}; hey 2) मूल 


. दर्शाइए कि बिंदु & (01, - 1,3) 3 > 
. एक समांतर चतुर्भुज ABCD के तीन क्रमागत 


. दर्शाइए कि त्रिभुज ABC, जिसके शीर्ष 


7. मान लीजिए कि A (2,2,-3) b. 
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2 अक्ष पर बनाए गए लंबों के पाद बिंदु क्रमशः A, B, € हैं। 
निम्नलिखित में से प्रत्येक के लिए A, B, C के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 


(ü) (3, 4, 2) (i) (-5,3, 7) Gü) (4,-3,-5) 
. एक बिंदु P से xy yz एवं zx तल पर बनाए गए लंबों के पाद बिंदु क्रमश: A, B एवं C हैं। 
निम्नलिखित में से प्रत्येक के लिए A, B, C के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जहाँ बिंदु P है- 
G) (3,4,5) G) (-5, 3, 7) Gi) (4-3-5). 
बिंदु, (2, 0, 0) एवं (-3, 0, 0) एक दूसरे से कितनी दूरी पर हैं? 


बिंदु से 1 इकाई की दूरी 
पर है। 
_.4, 5) खं 0(5, = 13, 11) सरेख है। 

गत शीर्ष ^ (6, -2 4), B (2,4,- 6) CE2 24) 


है। चौथे शीर्ष के निर्देशांक ज्ञात कौजिए। 


[संकेतः समान्तर चतुर्भुज के विको के मध्य बिंदु समान होते है] 
KOAD BCI DC 5,0) हैं, एक 


समकोण त्रिभुज है। बिंदु 

. एक ऐसे त्रिभुज का तीसरा शीर्ष ज्ञात कीजिए जिसका केक मूल बिंदु है और दो शीर्ष 
(2, 4, 6) एवं (0, -2, -8 हैं। x: बिंदु 

. एक त्रिभुज का केन्द्रक ज्ञात कीजिए यदि उसकी भुजाओं के मध्य बिंदु ) (1, 2, - 3), 
E (3, 0, 1) एवं F (= 1, 1,-4)है। हैं 

: एक त्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिड 71089703D हित के शीत 
ज्ञात कोजिए। : ic 

: एक समांतर चतुर्भुज ABCD के तीन शीर्ष 202७1०8 DR FR 
हैं। चौथा शीर्ष D ज्ञात कीजिए। 

- ऐसे बिंदुओं के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जो बिंदुओं ^(2 1, 3) तथा B (5,-8,3) को मिलाने 
वाले रेखा खंड को समत्रिभाजित करते š! z. क 

. यदि एक त्रिभुज ABC के शीर्ष & (a, 1, 3) 5(-2,9-3) एवं C (4, 7, c) है तथा कन्द्रक 

; ii 


मूल बिंदु के मान ज्ञात 
मूल बिंदु पर है, तो a, b, c १1, एक त्रिभुज के शीर्ष हैं। कोण A 
पर मिलाता 


का अंतः समद्विभाजक BC को बि? T है। D के निर्देशांक ज्ञात कौजिए। 


— G 
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दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A) 


* दर्शाइए कि तीन बिंदु (2, 3, 4), B (-1, 2, — 3) एवं C (- 4, 1, - 10) सरेख हैं। बिंदु C 


द्वारा AB को विभाजित करने वाला अनुपात ज्ञात कीजिए। 


- एक त्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिंदु (1, 5, - 1), (0, 4, - 2) एवं (2, 3, 4) हैं। त्रिभुज के शीर्ष 


तथा केन्द्रक ज्ञात कीजिए। 


20. सिद्ध कीजिए कि बिंदु (0, -1, - 7), (2, 1, - 9) एवं (6, 5, - 13) सरैख हैं। प्रथम बिंदु द्वारा 


अन्य दो बिंदुओं को मिलाने वाले रेखाखंड को विभाजित करने का अनुपात ज्ञात कीजिए। 


21. दो इकाई भुजा वाले एक घन के शीर्ष क्या हैं, यदि उसका एक शीर्ष मूल बिंदु के संपाती है 
और मूल बिंदु से जाने वाली तीन भुजाएं मूलबिंदु से जाने वाली अक्षों की धनात्मक दिशाओं 
के संपाती हैं। 

चस्तुनिष्ठीय प्रश्‍न 

प्रश्‍न संख्या 22 से 34 तक प्रत्येक के लिए दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर का चयन कीजिए 

(M.C.Q.) 

22. बिंदु ?(३, 4, 5) की )2-तल से दूरी हैः 
(A) 3 इकाई (3) 4 इकाई (C) 5 इकाई (D) 550 इकाई 

23. बिंदु P (3, 4, 5) से)-अक्ष पर बनाए गए पाद लम्ब को लम्बाई है। 

(A) Jal (B) +34 (©) 5 (D) इनमें से कोई नहीं। 
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- बिंदु (3, 4, 5) की मूल बिंदु से दूरी हे: 


(A) ४50 (8) 3 (0) 4 (D) 5 


१5. यदि बिंदुओं (a, 0, 1) और (0, 1, 2) के बीच की दूरी /27 है, तो ८ का मान हैः 


१7. १-अक्ष का समीकरण है: 


(A) 5 (B) +5 (GS (D) इनमें से कोई नहीं 
अक्ष निम्नलिखित में से कौन से दो तलों का प्रतिच्छेन हे: 


pa IB) ae Ogi (0) इनमें से कोई नहीं 


(A) x=0,y=0 (B) y=0,z=0 (C) z= 


> $ 0, x=0 (D) इनमें से कोई नहीं 
'४. बिंदु (-2, -3, -4) निम्नलिखित में से किस अष्टांशक ( 


octant) में स्थित हैः 
(8) सातवां 
(0) आठवां 


(A) प्रथम 
(८) दूसरा 


* एक तल, yz तल के समांतर है इसलिए यह लम्ब है: 


(A) =अक्ष पर (8) -अक्ष पर (©) =-अक्ष प (D) इनमें से कोई नहीं 


j| 
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एक बिंदु, जिसके लिए) = 0, z = 0, का बिंदुपथ हैः 
(A) #-अक्ष का समीकरण (B) -अक्ष का समीकरण 
(C) 2-अक्ष का समीकरण (D) इनमें से कोई नहीं 
एक बिंदु, जिसके लिए = 0, का बिंदुपथ हैः 
(A) .७-तल (B) )2-तल 
यदि बिंदुओं (5, 8, 10) एवं (3, 6, 8) से, निर्देशांक तलों के समांतर तल खींचकर एक 
षट्फलकीय बनाया जाता है, तो उसके विकर्ण की लम्बाई हैः 
(A) 223 (B) 322 ORA (D) ३3 
L, बिंदु P (3, 4, 5) से 20-तल पर खींचे गए लंब का पाद बिंदु है, बिंदु 1. के निर्देशांक हैं; 
(A) (3,0,0) (B) (0,4,5) (©) (8,0,5) (D) कोई नहीं 
किसी बिंदु (3, 4, 5) से -अक्ष पर खींचे गए लंब का पाद बिंदु L हैं। L के निर्देशांक हैं: 
(A) (3,0,0) (B) (0,4,0) (C) (0,0,5) (0) कोई नहीं 

प्रश्‍न संख्या 35 से 49 में रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए- 
तीन अक्ष OX, OY, OZ बनाते Š 
तीन तल समकोणिक षट्फलकीय को दर्शाते हैं, जिसमें 
होते हैं। 
किसी बिंदु के निर्देशांक 
तीन निर्देशांक तल अंतरिक्ष को 


(0) 2-तल (D) इनमें से कोई नहीं 


समकोणिक फल 


से क्रमागत अक्षों पर लंबवत्‌ दूरी होती है। 
भागों में विभाजित करते हैं। 


यदि कोई बिंदु P, yz तल में स्थित है, तो yz तल में उस बिंदु के निर्देशांक ___ के 
रूप में होंगे। 
yz तल का समीकरण है। 

के रूप में होंगे। 


यदि बिंदु p. 2-अक्ष पर स्थित है, तो? के निर्देशाक __ _- 


2-अक्ष का समीकरण है। 

एक रेखा ७, तल के समांतर है, यदि रेखा के सभी बिंदुओं का_ तह 
एक रेखा »-अक्ष के समांतर है यदि रेखा के सभी बिंदुओं का समान है। 
x=a एक ऐसे तल को निरूपित करता हि a 5 
के लंबवत है। 


समान है। 


के समांतर है। 


2-तल के समांतर तल 
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47. 


48. 
49. 


50. 


< 
© 


एक समकोणिक कमरे की विमाएं 10, 13 एवं 8 इकाई है। उस कमरे में सीधे फैलाई जा सकने 


वाली रस्सी की अधिकतम लम्बाई है। 

यदि बिंदुओं (a, 2, 1) एवं (1, -1, 1) )के बीच की दूरी 5 है, तो ८ का मान_____ है। 
यदि एक त्रिभुज की भुजाओं AB, BC, CA के मध्य बिंदु क्रमशः D (1, 2, - 3), E (3, 0, 1) 
एवं ह (-1, 1, -4) हैं, तो त्रिभुज ABC का केन्द्रक है। 


स्तम्भ €, के अन्तर्गत दिए हुए प्रत्येक प्रश्‍न का स्तम्भ ८,के अन्तर्गत दिए गए सही उत्तर के 
साथ मिलान कीजिए। 


स्तम्भ C, स्तम्भ C, 

४-तल में (ü) प्रथम अष्टांशक 

बिंदु (2, 3,4) स्थित ŠI Gü) १८-तल 

ऐसे बिंदु जिनका » निर्देशांक शून्य हैं Gü) अननिर्देशांक शून्य है 
उनका बिंदुपथ हैः 

एक रेखा »-अक्ष के समांतर है यदि और (४) 7-अक्ष 

केवल यदि 

ES z को संयुक्त रूप से लेने पर (V) -तल के समांतर तल 


2=८जिस तल को निरूपित करता है वह हैः (vi) यदि रेखा के सभी बिंदुओं के 


y एवं 2 निर्देशांक समान Š! 


तल # = ०, और तल )= ४ जिस रेखा को (vi बिंदु से क्रमागत अक्षों पर 


निरूपित करते हैं वह है: 

एक बिंदु के निर्देशांक मूल बिंदु से लंब के (भा) 2- अक्ष के समांतर 
पाद बिंदु तक की दूरी है 

अंतरिक्ष में एक गेंद जिससे घिरा हुआ ठोस (ॐ) चक्रिका (डिस्क) 
क्षेत्र है वह है 


तल में वृत्त से घिरा हुआ क्षेत्र कहलाता है। (0 गोला 


D ७ < 
A> ९ Rios 


(सीमा और अवकलज) और अबकलजु 


13.1 समग्र अवलोकन (Oyeryiew) 


13.1.1 एक merr की सीमा (Limit of a शिश) 
माना f, अंतराल 1 में परिभाषित एक फलन है। हम अंतराल [के किसी बिन्दु ० पर फलन f की सीमा 


की अवधारणा का अध्ययन करेंगे। 
हम कहते हैं कि lim fO), xa पर [0 का 
ka 


मानों के लिए f के मान दिए हैं। वह मान ० पर f 
हम कहते हैं कि lim fO), x= a पर 09 का अपेक्षित मान है जिसने ४ के दाई ओर निकट 


मानों के लिए / के मान दिये हैं। यह मान ० पर f की दाएँ पक्ष की सीमा कहलाती है। 


यदि दाएँ और बाएँ पक्ष की सीमाएँ संपाती हों तो हम इस उभयनिष्ठ मान को x= पर 19) की सीमा 


कहते हैं और इसे lim /(2) से निर्दिष्ट करते ÈI 
सीमाओं के गुणधर्म (Some properties of limits) 
मान लीजिए कि / और & दो ऐसे फलन हैं कि lim f 
G 
७ im [FC = 800 im fO- 
(0) प्रत्येक वास्तविक संख्या ० के लिए 
lim (०/)(0 = e. lim fO) 


अपेक्षित मान है, जिसने ८ के बाई ओर निकट 
की बाएँ पक्ष की सीमा कहलाती है। 


) और lim gG) दोनों का अस्तित्व है। तब 


limp f) + g= im 100+ ere 0) 


lim g(x) 
x—a 


N S. 


60 limp f (0) golim fO E go) 


a जज 0 
bs NE i 
सहो एवं परिमेय फलनों की सीमाएंयदि/एक बहा फलन है, 10% ”' dema 


tim 100 = f(a) से प्राप्त होती है। 
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एक महत्वपूर्ण सीमा 
एक महत्वपूर्ण बहुत उपयोगी सीमा नीचे दी हुई हे: 


n n 


1 


lim = na" 


a अव 


टिप्पणी: यदि “८* धनात्मक है, तो उपरोक्त व्यंजक सभी परिमेय संख्याओं n के लिए प्रमाणित ही 


त्रिकोणमितीय फलनों की सीमाएं | 


त्रिकोणमितीय फलनों की सीमाओं का मान ज्ञात करने के लिए हम निम्नलिखित सीमाओं का उपयोग 
करेंगे: 


Sinx 


D li =1 (i) limcosx=1 ¿a lim sin x= 
Otc lB (8) 0 
13.1.2 अवकलज 


ज (Derivatives): कल्पना कीजिए /एक वास्तविक मानीय फलन है, तो 
PTM x+h)- f(x 
क नी क 
अवकलज कहलाता है यदि (1) के दाई तरफ की सीमा अस्तित्व में है। 
'फलनों के अवकलज का बीजगणित (Algebra of derivative of functions) क्‍योंकि 
अवकलज की यथार्थ परिभाषा में सीमा निश्चय ही सीधे रूप में सम्मिलित है। हम अवकलज के 
नियमों को निकटता से सीमा के नियमों के अनुगमन की आशा करते हें जैसा कि नीचे दिया हुआ हैः 


मान लीजिए / और दो ऐसे फलन हैं कि उनके उभयनिष्ठ प्रांत में उनके अवकलज परिभाषित हैं। तब 
() दो फलनों के योग का अवकलज उन फलनों के अवकलजों का योग है। 
d d d 
FETE] 3709 +I) 
(ü) दो फलनों के अंतर का अवकलज उनके अवकलजों का अन्तर है। 
< Lw- sw] = f(x) किन 


Gü) दो फलनों के गुणन का अवकलज निम्नलिखित गुणन नियम से प्राप्त होता हे: 


4 PERET d 
042, ` g@)] = [ ie fe) `8(x)+ f(x) (Zeo) 


इसको Leibnitz के दो फलनों के गुणन के नियम से सम्बन्ध जोडा जाता है। 
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(७ दो फलनों के भागफल का अवकलज निम्नलिखित भागफलनियम से प्राप्त होता है (जहां कहीं ' 


हर का फलन शून्य नहीं है) 


० (f (7७) ४७-70 (5४00) fe) 800- rey (éw) 


1 enn 
मान ज्ञात कीजिए: lim 8 3% +25 


1 2(2x—3) 
| = क . mj का 
ye DSN) 2(2x _ 

(४-1) (४-2) 


हम पाते हैं 


lim 
-= x32 


12-56 | 
) Ma 3 


(५-1) (म 2) 


= lin 
x2 


=D | & 
= lim Fee E20] 


| 


Jim 


2 


Wara 


मान ज्ञात कीजिए: lim 


, ४4 
= 2 + x प्रतिस्थापित कीजिए ताकि जब रे 0.2 7 Ç 


1 1 1 
FS ळी -i a 
इसलिए 2+x- 2 _ Jim > — z 32 = ale 


lim E 
x—Ü En yt MT 
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n Pas n 2 पूर्णाक 
उदाहरणा 3 यदि lim z — =108, तो धनात्मक पूर्णाक ॥ ज्ञात कीजिए। 
x3 x- 
हल हमें प्राप्त हे 
3" 
I = neja 
इसलिए ॥(3)"71 = 108 = 4 (27) = 4(3)1-। 


तुलनात्मक दृष्टि से हम =4 प्राप्त करते हैं। 


उदाहरण 4 मान ज्ञात कीजिए: lim (secx— tan x) 


> 
2 


हैले ) = री - x प्रतिस्थापित कीजिए ताकि जब + -५ 0, + _५ र. 


i 


lim (secx — tan x) 
x 


= : lim (cosec y — cot y) 


= lim NA 
y- a\ sin y sin y 


= lim 1- cosy 
7० siny 


2sin? È © | since, sin? 2-1- cosy 
= lim— ə—D.M. 2 P) 


yO: y y : j 
š eang SOS. sin y=2sin—cos2- 


= lim चाटे =0 
y 


उ २0) 


jm ववर T 
im ०९-20) - tan (२-3) 
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उदाहरण 5 मान ज्ञात कौजिए: gee =; 
xa! x 


J 
हेल () हम पाते हैं 
2005 300 2+x-2+x 
in (2+ x) —sin(2 2) poos Bre sin Q+x-2+x) 
jim sin (2120 SU aura raspa aap आळा 
से x x—0 : 
. 2cos2sinx 
lim ईईललशश 
x0 


, Sin% . Sinx 
2682 lim — = 20052 [ as lim =1 
x0 X x) X 


l ६ प्रथम सिद्धांत की सहायता से/ 005 ax + b *! ` अवकलज ज्ञात कीजिए जहाँ ० तथा b 


शून्येतर अचर हैं। 


हेल परिभाषा के अनुसार 
(010 = OD. (०) 


ro पर 
= lim a(x+h)+b-lax+b) zdi bh i 
h—0 h 0-0 Ji 


S प्रथम सिद्धान्त की सहायता से/00 = ७४४ + bx + ८ का अवकलज ज्ञात कौजिए s 


a, b, c शून्येत्तर अचर हैं। 
हैले परिभाषा के अनुसार 


ii fe+h) nj- fœ) 
p= 
7 DR (x+ hy: +b (z+ h)+c- ax? -bx-c 
um h r 
ES n t 2ax+b=b+ 2ax 
< h—0 h 
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प्रथम सिद्धांत की सहायता से f(x) = °l अवकलज ज्ञात कौजिए। 
परिभाषा के अनुसार 


f= lim SG+h)- fO) 


॥-3() h 
(+h) 
= lim GEN = 
h—0 h 
NR +3xh (x+h FN Rh) =a 
= lim—  . 
¢ h—0 h 


= Nm (E + 3x (+) = ३० 


प्रथम सिद्धांत को सहायता से /@) = ~ का अवकलज ज्ञात कीजिए। 
परिभाषा के अनुसार 


rw 


II 


lim 


hh 


1 


Si I 1 
= «1 -. 0 
# hə0 h | x +h x 


= lim = ea ea A = 
iO h(x+h)x = ह 


प्रथम सिद्धांत से, fa) = sin x का अवकलज ज्ञात कीजिए। 


परिभाषा के अनुसार 


f'e)= lim च 
' 


जे) 


५... Sin (x *+ h Serie Six 
= lim Œ+ 4) - sin; 
h—0 h 


a 2x-+ h) -h 
2cos S > JSI 
= lim = 


h—0 h 
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⁄ (2 
= lim cos 
h—0 


= 005 7.1 = cos x 


उदाहरण 11 प्रथम सिद्धांत से /() =#'का अवकलज ज्ञात कीजिए जहाँ# एक धनात्मक पूर्णाक है। 


हेल परिभाषा के अनुसार, 


ro eia 


(x+ h)" — x" 
” TEE 
h 


द्विपद प्रमेय के उपयोग à हमें G+ I)" = "Ci x" + "C, m'lh+.. + A h, WA है। 


अत: 1005 hod h 


lim 
h—0 h 


n-i 


£ = nx 
उदाहरण 12 2७ + का अवकलज ज्ञात कीजिए। 

हेल मान लीजिए) = 2% + x 

दोनों पक्षों का + के सापेक्ष अवकलन करने पर, हम पाते हैं 

4 _ 4 ००७)+ 7७ 
20 नए 


dx 
= 2.5 407 + 1# 
टा 
इसलिए $ 
लए 5 यकी ड विकर 
dx 
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उदाहरण 13 ५7 ८०६४ का अवकलज ज्ञात कीजिए 


हल मान लीजिए y = xX cosx 


दोनों पक्षों का के सापेक्ष अवकलन करने पर 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A) 


, हम पाते हैं 


d 2 
— (x cosx 
dx ( ) 


2d PE 
k= + —(x 
x z (cos x) + cosx Ea (x°) 


X (— sinx) + cosx (2x) 


2x cosx - x? sinx 


.  2sinlx+sinx- 1 
उदाहरण 14 मान ज्ञात कीजिए: lim— esn 
म 2sinf x—3sin x+1 


हल ध्यान दीजिए: 
2 शा? x +sinx—1= 
2sin2x—3sinx+1= 


2sin2x+sinx—1 
स्य प अल «मी 


lim S 
इसलिए, x=} 2sin2 y —3sinx+1 
6 


(2 sin x — 1) (sin x + 1) 
(2 sin x — 1) (sin x — 1) 


iin (2sin ५-1) (sin x + Csinx—D (sinx+1) 
- 
= (2sinx —1) (sin x — 1) 


lim 


Sinx+1 
[ss 


स्ज्य Sinx—1 


z शि 
1+sin— 


I 
sn——1 
6 


= 


(as 2 sin x — 1 # 0) 
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उदाहरण 15 मान ज्ञात कीजिए Jim tanx —sinx 
sin x 


हल हमें प्राप्त है 


. tanx-sinx s 

im; = lim = 

x20 शा x Fa] sin’ x 
1—cosx 


क 
x20 COSXSIN X 


DN 
2sin? — 
2 


७) | -> 


= lim का 
x0 . x 
cosx ( 4sin? Ž- cos?’ = 
2 2 


Jar 
उदाहरण 16 मान ज्ञात कीजिए: lim अ 
xa z 
Ja+2x- x 


हेल हम पाते ë Jim e — 
be 


i Jarre +2x 3x Ja+2x 2x+ Bx 
Aare, Ba+x afr Ja+2x+3x 
a+2x-3x 


im हित Na) (Ja ळा) 
= गण fatx- 2x)(Ja+ 2 +v3x) 
i Mare व्यायला Barina zdz) 


xda (Ja + 2x +43) (B 
ह... 2] 
lim Ja + 2x Ne) e+ x — 45) 


4४०. 2 _ 2083. 
Ë! त्त = = 
= 3x2.3a 505 9 
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Cosax - ००५७ 
कीजिए: 0 
उदाहरण 17 मान ज्ञात कौजिए Si eed 


=b 
2sin [ (+b) x) sin कट > jx 
हल हम पाते हैं: lim लाः) 
x0 Sin” cx 
द 2 


(a + b)x sii (a-b)x 


2sin—————.sin ~ 
= lim — — 2 Ë >” 
स * टा 
s| (2+b)x nlb (5) Ë 
= lim— ən .. . 2 c 
“0 (a+b)x 2 (a-b)x 2 in2 x 
2 a+b 2 a-b 


sS — = š 


k: (= a-b $) a-b? 
F 2 2 c 


॥-३0 h 


ve कू. ३ 
उदाहरण 18 मान ज्ञात कीजिए: lim (a + h)° sin (a+h)-a ——  Sm(a+h)-a sina 


हमें . (a + h)? sin (a+h)-a?sin SEE Sn (यते) a sina 
हल हम प्राप्त है i 


25% g2 पु : 2 € EN + Pah sina cos h + cosa sinh] — asina 
नापी (a + h + 2ah) [sina cos h + cosa sin 4] -a° sina 
hs h 


a° sina (cos h - 1) y a° cosa sin h n ] 
TAY KA U IL स्व (h+ 2a) (sina cos h + cosa sin I!) 


= lim 
h—0 l h h 


; saf 
a’ sina (—2sin2 त) 2 
h +lim_cosasinh |... i) 
=== 285 G, I 
_ ॥->0 k 2| #0 h j lim (h+ 2a)sin (a +h 


B, 
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= a° sin a x 0 + a? cos a (1) + 2a sin a 


= a2 cos a + 24 sin a. 
उदाहरण 10 प्रथम सिद्धांत से /(0 = 
h 


tan (ax + b), का अवकलज ज्ञात कौजिए। 


हल हम पाते हैं f) = lim 


h—0 


— tan (ax + b) 
ei tan (a (x+h) +b) — tan (ax +?) 
॥-२0 h 


sin (ax + ah + b) _ sin (ax + b) 


=!!m 


h—0 i 
sin (ax + ah + b) cos (+b) -SE n — sin (ax + b) cos (ax + ah +b) 


; mer 
=lim Sin (ds a t ) cos (ax + ah +b) 


॥-३0 h cos (ax + b 
=lim a N sin (ah) 
ia: h cos (ax + b) cos (ax + ah+ b) 


li a im sinah [as h > 0 ah > 0] 
=lim F ah+ b) २ ah 


h—0 cos (ax + b) cos (ax 


=—— Z = a sec? (ax + b). 
cos? (ax + b) कौ से ज्ञात कीजिए। 
š सहायता 
उदाहरण 20 (कर Jar ,का अवकलज प्रथम सिद्धात 


हेल परिभाषा के अनुसार, 
Fw = lim (क) fO) 


4-३0 h 
= lim Snr ~ Nx 
tg h 


= lin OED Vins) LL = 


A (कक Eins) 


236 प्रश्‍न प्रदर्शिका 


z sin (x + h) —sin x 
= lim ॥ sia Ge Bh) कानन 
020 # [ sin (z+ h) + Jsin x) 


( 2x+h ) ४-1६ 
2 cos sin— 
= lim 2 2 


i L (sin (z+ D) + Jsin x) 


cos x 1 क्क 
= PET = —Cotx vsin x 
2 Jsinx 2 


cosx 
उदाहरण 21 z का अवकलज 
ह क कलज ज्ञात कीजिए। 


cosx 
हल मान लीजिए y = —— 
ह Ey l+sinx 


दोनों पक्षों का+ के सापेक्ष अवकलन करने पर हम पाते हैं: 
dy 4 cosx 
dx ~ dx\1+sinx 
ध d d 
(1+sin x) T (cosx) — cos x FA (1+sin x) 
(1+ sin x)? 


(1+ sin x) (sin x) — cos x (cos x) 
(l +sin x)? 


— sin x - sin? x — cos? x 
S सला सा 
(1+ sin x) 


—(1+sinx) -1 
Q+sinx)  1+sinx 
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वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 
उदाहरण संख्या 22 से fned में 
कौजिए नरक 28 तक प्रत्येक के लिए दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर का चयन 


उदाहरण 22 lim — 7 का मान दैः 
x—0 x(1 + cosx) ५ 
(A) 0 1 c 
(B) ठ (© 1 (0) -1 
हल सही उत्तर (8) है। 
कर 2sin |D cos = 
lim—— 7 = lim 
20 x(1+ cosx) "क [2००४ | 
2 
Me 
tan 7 “l 
z 7 x F2 
2 
उदारहण 23 lim 1—sin X का मान हैः 
xy COSX 
2 
A) 0 | ga (D) अस्तित्वहीन है। 
(B) 


हेल सही उत्तर (A) है। क्योंकि 


lim oS s in क), 
m. COSX कय = š 
m3 cos ( 2 >) 
25n? 
1-cosy _ lim न्क = lim tan— =0 
oe 2 


-Noe 20 08 
yoo siny : 2sin- ९९३० 
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|x| 


उदाहरण 24 lim — बराबर हैः 
0 x 
(A) 1 (8) -1 (© 0 (D) अस्तित्वहीन है 
हल सही उत्तर (D) है। 
क्योंकि RHS= lim ll == 
ज-30* x x 
एवं LHS= lim ll s aN = 


A xX x 


उदाहरण 25 lim[x - 1] , का मान निम्नलिखित में से कौन-सा है? जहाँ [.] महत्तम पूर्णांक फलन है। 
(A) 1 (8) 2 (©) 0 
हल सही उत्तर (D) है। 


क्योंकि 


(D) does not exists 
RHS= lim[x-1]=0 

xl 
= L.H.S = lim Bss 


ç € 
उदाहरण 26 ]im xsin— का मान है: 
x0 x 


(A) 0 (8) 1 (O) : (D) अस्तित्वहीन 3 


हल सही उत्तर (4) है। 
1 
ae imawan tiy द. डसि 
क्योंकि lim x = 0 एवं -1 < sin FSI प्रमेय के अनुसार) 
AA KAI 
lim xsin— = 6 
x—0 x% 


li 1+2+3+..+ n 
IM —— —D..— n OU 
उदाहरण 27 um; F , 7€ [१ 


+2+3+..+7n 


lim Hı + 1) P 
xƏ= 2 nY: 2 


उदाहरण 28 यदि f(x) = x sinx, तो f ( ) का मान है 


हल सही उत्तर (C) है। क्योंकि lim 


. n(n+l 
= lim oe = 
no 
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1 
(A) 0 (8) 1 (© -1 (D) > 
हेल सही उत्तर (B) है। क्योंकि / (४) = x cosx + sinx 
इसलिए 1; A 7 + | 
2 P T 2 2 
(13.3 प्रश्नावली | 
लघु उत्तरीय प्रश्‍न (S.A) 
मान ज्ञात कीजिए: 
4x -1 [x+h h- 
1. lim — 2 lim = 3. lim se vx 
२-3 x—3 . 2x-1 h—0 h 
J- £ 6 Br — (a+ 2 
4. lim Q+ -2 5. lim Gt UT 
x0 (+2) 7 Ta z 
4 2_ 4 
7. आ wm Vx का शा Tra 
शे कन 8. lm 5 -2- x +2 
9. lim ४-4 = 2x +1 11. lim शप B= 
बेर a य "15 im कळव xQ x 
12, एर +27 i 82-60 7 
x—-3 x5 + 243 13. TA त्ता 4x? पर्वा 
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n 


lim g” 80 Ñ IS. i sin 3x 
. Find ‘n’, if lim = ne 5. lim— 
Is B 8232. x= 2 ; x—0 sin 7x 
n2 EE T 32 

. Sin“ 27% 1 — cos2x . 2sinx-—sin 
16. lim———— 17. lim— [a 18. lim 3 

x—0 sin“ 4x x>0 X x50 x 

. 1— cosmx . 1- cos6x पक —cosx 
19, lim— 20. lim ——ə— 


x>0 | — 00577 


li 3 sin X—COSX lim sin 2x + 3x lim sinx — sina 
22. lim—— 23, lim 222 t x 

ro om x 3 x>0 2x + tan 3x xa R Va 

0 
6 
2 rer 
cot“ ४-3 y l+ cosx 

28. lim --->>_--“. 26. lim V2 i+ cosx 

xr COSECX — 2 x—0 sin“ x 


1 Sinx — 2sin3x+sin5x 
27. lim—— sinəx 
x0 X 


x-1 x 
28. यदि lim-——lim कु तो £ का मान ज्ञात कीजिए। 


प्रश्‍न संख्या 29 से 42 तक प्रत्येक फलन का x के सापेक्ष अवकलन कीजिए। 


39; ठे 30 (=+ न n) 
á x š P 31. (3x +5) (1 + [8 
3x+4 5 
32. (sec x — 1) (sec x + 1) 33. हक वह 34. X — cosx 


sinx 
T 

x’ cos— 
4 


— 2 
35. Free 36. (ax? + cotx) (p + q cosx) 
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a+bsinx 


er 38. (sinx + ९0902 39. (2x -— 7} (3x + 5} 
c+dcosx 
1 
40. 2 sinx + cos2x 41. sinšx cosšx 42. ह पक करन 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A ep 
RT संख्या 43 से 46 तक प्रत्येक फलन का प्रथम सिद्धांत की सहायता से x के सापेक्ष अवकलन कीजिए- 


ax+b 2 
4 3 46. sx 
43. cos (४ + 1) 44. क्त 5. 85 x co: 


मशन सख्या 47 से 53 तक प्रत्येक सीमा का मान ज्ञात कीजिए- 


47, lim t y)sec(x + y) - xsecx 


y—0 y 
48. lim Sin(e+ B) x + sin(a — B)x + 20 x) š 
पु (sin(a + B) x + sin(a — B)x + sin 20 x) 
x—0 cos 289 — cos 20x 
मह... 
1-sin— 
3 . ———— u 
49. lim tan x- tanx 50. im x Z a= 
xz T 2 ५०७७७ तलत 4 
4 COS| x+ S 2 


Si. दर्शाइए कि lim [=| अस्तित्वहीन है। 


x>4 x-4 
k cosx 
— — जब्या x 
=: 2 i = f, #का 
32. मान लीजिए f) = 7८-25 Š और यदि Ji fo)= f( > ) 
3 जब ~= = 
मान ज्ञात कीजिए। 


53 x+2 25-1 और यदि lm f(x) अस्तित्व में है तो '८' का मान 


a अळूच्या 


` मान लीजिए ra) = | 
ज्ञात कीजिए। 
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वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 

प्रश्‍न संख्या 54 से 76 तक प्रत्येक के लिए दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर का चयन कीजिए 
(M.C.Q). 


. sinx 
54. ॥----कामान हैः 
र x — T 


(A) 1 (B) 2 (C) -1 (D) -2 
2 
55. lim SSS. का मान हैः 
2720 ] - cos x 
3 -3 
(A) 2 (8) ç ° (D) 1 
56. jm L मान है: 
x> x 
(A) n (B) 1 (Gy =n (D) 0 
57. lim < 1 का मान है: 
xl x" —1 
m m 2 
B) — g ~ m 
(A) 1 (8) -, (O) F (D) T 
. 1-cos49 
58. lim-—69 का मान हैः 
2 छ) -1 
(A) 5 (8) ç €) (0) -1 
— cot 
59, lim EE का मान हैः 
x—0 x 
=l 1 
— B) 1 © — 
(७) उ (B) (© > D) 1 
sinx 
60. lim ल “जक ल्ल का मान है: 
` =O हक Ji x 


(A) 2 (B) 0 (O) 1 (0) -1 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 
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ec" x—2 
lim 
x= tan 1 
4 


कामान है 
(A) 3 (B) 1 (८) 0 D) ./5 


lim Ox -1) (2-3 बराबर है : 
x—1 2“ + x— 


ai हि इनमे "à 
(७ E ७) — (©) 1 (D) इनमें से कोई नहीं 


sin[x] 


यदि / (0) [x] [710 जहाँ [.] महत्तम पूर्णाक फलन को निर्दिष्ट करता हे, तो 
0 .[x]=0 


lim f(x) का मान Š: 


(A) 1 (B) 0 (O) -1 (D) इनमें से कोई नहीं 

lim ltal का मान है 

(A) 1 (8) -1 (C) अस्तित्वहीन है (D) इनमें से कोई नहीं 
1, 0 < ४ < 2 lim /(») एक द्विघात 

यदि lim f(x) एवं 

तेन... E +3,2<x<3 

समीकरण के मूल Š, तो वह द्विघात समीकरण हैः 

(A) 72-65590 (8) ée-7x+8=0 

(C) #-14:+ 4950 (D) 2— 10x + 21 = 0 

lim “2 का मान हैः 


x—0 3x —sinx 


L छळ न 
(A) 2 (B) > © x (D) Ç 
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Al 
N 


. मान लीजिए fO)=x- [x]; € R, तो rz) का मान Š: 
3 
(A) > (B) 1 (©) 0 (D) -1 


68. यदि) = Jit तो 2 at x= 1 का मान हैः 
1 1 
(8) 1 (8) + © उ (D) 0 


-4 
69. If = = , तो //(1) का मान है: 


5 4 
(A) 7 @) ç (©) 1 (D) 0 
1 
1+ -T 
== a. 
70. यदि y= EE तो + का मान है: 
= 
-4x —4x 2 
Fis — =. 1-5 4x 
(A) ss, (B) श्त (©) Eea (0) 3] 
_ Sinx+cosx dy 
71. यदि y= sinx—cosx' dx के लिए x=0 का मान हैः 
(A) -2 (8) 0 o t 
(© 5 (D) अस्तित्वहीन 
_ Sin(x + 9) dy 
72. यदि y= — तो ८२0 पर + का मान है; 
(A) ८059 (B) sin9 (९) 0 (D) 1 
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2 100 
2 > _ तो /(1) का मान ë: 
73. यदि / (५) = txt +t तः तो /(1) 


(&) ea (B) 100 (C) अस्तित्वहीन (D) 0 
100 


74. यदि किसी अचर ८ के लिए / (2) तो f'(a) का मान है 


(A) 1 (B) 0 (0) अस्तित्वहीन (D) — 
K हैः 

75. यदि /(0) = ४० + ४ + ... + = + 1, तो /"(1) का मान 

(A) 5050 (B) 5049 (C) 5051 (D) 50051 
76. यदि / (0) = 1-४ +2२ - ॐ ... = ॐ? + ४९, तो /'(1) का मान हैः 

(A) 150 (B) -50 (C) -150 (D) 50 
प्रश्‍न संख्या 77 से 80 तक रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए- 
IF. यदि fO) tan x तो lim fw = 
78. यदि lim (samca) sp aima = ० = २ ९६ 

dy 
£ S dy _ 

79. यदि siaa 
80. lim - > 


=>3 [xl 


अध्याय 1 4 


(गणितीय विवेचन) गणितीय विवेचन) 


14.1 समग्र अवलोकन (Overview) 


यदि कोई वस्तु या तो काली ë या सफेद हे और यदि वह काली नहीं हे, तो तर्क (logic) हमें ईस 
निष्कर्ष की ओर प्रेरित करता है कि वह वस्तु निश्चित ही सफेद है। ध्यान दीजिए कि प्रदत्त परिकल्पना 
(hypotheses) से तार्किक विवेचन, यह उद्घाटित (reveal) नहीं कर सकता कि 'काली' या 'सर्फेद 
का अर्थ क्या है या कोई वस्तु दोनों ही क्यों नहीं हो सकती है? वस्तुत: तर्कशास्त्र किसी विशेष अ 
अथवा संदर्भ के उल्लेख किए बिना, विवेचन के व्यापक (general) प्रतिरूप (पैटर्न) का अध्ययन है। 
14.1.1 कथन (Statements) 


कथन एक वाक्य है जो या तो सत्य होता है या असत्य परन्तु एक ही साथ दोनों नहीं होता है। 
टिप्पणी; कोई वाक्य कथन नहीं हो सकता यदि 


Gi) 
(i) 
(iii) 
(iv) 
(श) 
(vi) 


वह विस्मयादिबोधक है 

वह एक आदेश या प्रार्थना है 

वह प्रश्‍नवाचक Š 

उसमें अनिश्‍चित समय जैसे 'आज', “कल', “बीता हुआ' आदि का उल्लेख है। 

उसमें अनिश्‍चित स्थान जैसे 'यहाँ', 'वहाँ', 'सभी जगह (सर्वत्र) ' आदि का होता है। 
उसमें सर्वनाम जैसे “वह”, 'वे' आदि का उल्लेख है। सि 


उदाहरण 1 


वाक्य “नई दिल्ली भारत में है।” सत्य है। अतः यह एक कथन है। 
वाक्य “प्रत्येक आयत एक वर्ग है।” असत्य है। अतः यह.एक कथन है। 


वाक्य “दरवाज़ा बंद कीजिए।” को सत्य या असत्य निर्धारित नहीं किया जा सकता है (वस्तु 
यह एक आदेश है)। अतः इसे कथन नहीं कहा जा सकता है। 

वाक्य “आपकी आयु कितनी है?” को सत्य या असत्य निर्धारित नहीं किया जा सकता ë 
(वस्तुतः, यह प्रश्‍नवाचक है)। अत: यह एक कथन है। 
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(५) वाक्य “+ एक प्राकृत संख्या है।” की सत्यता या असत्यता x के मान पर निर्भर है। अत: इसे 
एक कथन नहीं माना (समझा) जा सकता है। तथापि (1०५८५) कुछ पुस्तकों में इसे मुक्त 
(open) कथन कहा गया है। 

टिप्पणी : किसी कथन की ' सत्यता' या 'असत्यता' को उसका सत्यमान (Truth value) कहते हैं 

14.1.2 सरल कथन (Simple statement) एक कथन सरल कथन कहलाता है, यदि उसे दो या 
दो से अधिक कथनों में खण्डित नहीं किया जा सकता है। 

उदाहरण 2 कथन '2 एक सम संख्या है।', 'किसी वर्ग कौ सभी भुजाएँ बराबर होती हैं।' और 
“चंडीगढ़, हरियाणा की राजधानी हैं।' सभी एक सरल कथन हैं। 

14.1.3 संयुक्त कथन (Compound statements) एक संयुक्त कथन वह है, जो दो या दो से 
अधिक सरल कथनों से मिल कर बना होता है। 

उदाहरण 3 कथन 'संख्या 11 विषम तथा अभाज्य दोनों ही है।' को दो सरल कथनों '11 एक विषम 
संख्या है।' तथा “11 एक अभाज्य संख्या है।'' में खण्डित किया जा सकता है। अतः यह एक संयुक्त 
कथन है। 

टिप्पणी : वे सरल कथन, जिनके संयोजन से एक संयुक्त कथन बनता हे, सयुक्त के घटक (Component) कथन 


हैं । 
(Basic logical connectives) सरल 


14.1.4 आधारभूत तार्किक संयोजक aa ह 
केथनों को मिलाकर b bem a संयुक्त कथनों की रचना करने की अनेक वि । वे शब्द जो 
भरल कथनों को सम्मिलित या परिवर्तित करके नए कथनों या संयुक्त कथनों की रचना करते हैं, 

कहलाते हैं। आधारीय संयोजक (तार्किक) 'संयोजन (conjunction)' अंगरेजी शब्द | and 
(और) के संगत है; 'वियोजन (disjunction)! शब्द 'or (या)' के संगत है तथा निषेधन (negation)' 


'not (नही) + के संगत है। 


तथा हेम संयोजन को व्यक्त करने के लिए प्रतीक “A 
निषेधन को व्यक्त करने के लिए प्रतीक “-' का प्रयोग 

में यह ` निषेधन को एक संयोजक कहते हैं, यद्यपि यह दो या दो से अधिक कथनों 
किसी कथन का केवल रूपान्तरण (modification) कर देता हौ ह 

यदि दो सरल कथन तथा q शब्द ° और (and)! द्वारा सम्बद्ध हों , 
p तथा 4 का संयोजन कहते हैं तथा इसे प्रतीकात्मक रूप में 


वियोजन को व्यक्त करने के लिए प्रतीक (५? 
योग आद्योपान्त (throughout) करते रहेंगे। 


४ को मिलाता नही है। वास्तव 


14, सकल 
तो LS संयोजन (Conjunction) य 
% संयुक्त कथन “p और व को 
DA q" लिखते है 
हरण 4 निम्नलिखित सरल कथनों का संयोजन कीजिए। 
2: दिनेश एक लड़का ÈI 
8: नगमा एक लड़की Š 
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हल कथन p तथा q का संयोजन 
p A 4: दिनेश एक लड़का है और नगमा एक लडकी है। के द्वारा व्यक्त होता है। 
उदाहरण 5 निम्नलिखित कथन का प्रतीकात्मक रूप में अनुवाद कीजिए: 
“जैक और जिल पहाड़ी के ऊपर गए।” 
हल प्रदत्त कथन निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है: 
“जैक पहाड़ी के ऊपर गया और जिल पहाड़ी के ऊपर गई।” 
मान लीजिए कि: जैक पहाड़ी के ऊपर गया। तथा ६: जिल पहाडी के ऊपर गई। तब प्रतीकार्ती' 
रूप में दिया गया कथन ०» ६ है। 
दो सरल कथनों p तथा q के संयोजक p » q के सत्यापन के संबंध में निम्नलिखित नियम हैं 

(D,) : कथन ७ A q का सत्यामान T (सत्य) होता है, जब-जब (whenever) p तथा q दोनों 
सत्यमान T होते हैं। 
(D,) : कथन ^ q का सत्यमान F (असत्य) होता है, जब-जब या तो paqan दोनों के सत्य 
F होते हैं। 
उदाहरण 6 निम्नलिखित चार कथनं में से प्रत्येक का सत्यमान लिखिए: 

6) दिल्ली भारत में है और 2 + 3 = 6. 

Gi) दिल्ली भारत में है और 2 + 3-5. 

Gü) दिल्ली नेपाल में है और 2 +3 = 5. 

(४) दिल्ली नेपाल में है और 2 +3 = 6. 3 
हल उपर्युक्त (0,) तथा (D) को ध्यान में रखते हुए हम देखते हैं कि कथन G) का सत्यमार्त का 
क्योंकि कथन “2 + 3 = 6” का सत्यमान F है। साथ ही, कथन Gi) का सत्यमान T है, AF 
कथनों “दिल्ली भारत में है।'' तथा “2 + 3 = 5” के सत्यमान Š 
इसी प्रकार दोनों कथनों Gii) तथा (iv) के सत्यमान ह हैं। 


14.1.6 वियोजन (Disjunction) : यदि दो सरल कथन तथा q शब्द “या (०1), m दक सर ' 
हों तो परिणामी संयुक्त कथन “p या q” को p तथा q का वियोजन कहते Š तथा इसे G 
रूप में “p v 4” लिखते हैं। i 
उदाहरण 7 निम्नलिखित सरल कथनों के वियोजन की रचना कीजिए: 
p: सूर्य चमकता है। 
q: वर्षा होती है। 
हल कथन» तथा q का वियोजन निम्नलिखित प्रकार है: 
५५: सूर्य चमकता है या वर्षा होती है। 
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दो सरल कथन p तथा q = वियोजन के सत्यमान के संबंध में निम्नलिखित नियम हैं: 


जता है दोनों के सत्यमान 7 होते हैं। 
(0) : कथन, v q का सत्यमान F होता है जब तथा q दोनों के 


(D) : कथन v q का सत्यमान 7 होता है, जब या तो#या q या Semema 
उदारहण 8 निम्नलिखित कथनों में से प्रत्येक का सत्यमान लिखिए: 
O भारत एशिया में हैं या2+ 24. 
() भारत एशिया में है या2+2=5. 
Gü) भारत यूरोप में है या2+2=4- 


(४) भारत यूरोप में है m2+2=5. PP 
हेल उपर्युक्त ([),) तथा (D) को ध्यान में रखते हुए हम देखते ह किनयोलती भजित कत का सनान 


र “भारत यूरोप में है।” तथा “2+ 2 = 5” के सत्यमान F Š! 
# है, क्योंकि उसके दोनों ही उप-कथनों “भारत यूरोप में है थनों के उप-कथनों में से कम 


शेष 0) से (४) तक के सभी कथनों का सत्यमान T है, क्योंकि इन के 
केम एक का सत्यमान T है। 


असफल होने को व्यक्त करने वाले एक 
14.1.7 निषेधन (Negation) : किसी कथन के अस्वीकृति) को उस कथन का निषेधन कहते 


कष खण्डन ( “नहीं”! 
को प्रविष्टि द्वारा अथवा उस कथन के पहले (प्रारंभ pera 
“यह असत्य है कि” को लगा कर लिया जाता है। i 
कथन ७ के निषेधन को प्रतीकात्मक रूप rd 

५ कथन % : नई दिल्ली एक शहर हैं” कि लिखिए 
D का निषेधन निम्नलिखित प्रकार हैः 


~: नई दिल्ली एक शहर नहीं है। 


उदाहरण 


हेल 


i यह वस्तुस्थिति नहीं है कि नई दिल्‍ली एक शहर है। 
h , यह असत्य है क ई दिती एक श 
"À a में विम्नलिखित शिकत है 
किसी कथन p के निषेधन - p के सत्यमान के सम्बंध 1 ह# 9 i 
9: ~ का सत्यमान7 होता है, जब-जब P का लि A 
` p का सत्यमान F होता है, जबज? का सत्यमान ii 
10 निम्नलिखित कथनों में से प्रत्येक के निषेधन का 


@ P : प्रत्येक वर्ग एक आयत है। 
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Gü) व: पृथ्वी एक तारा है। 
Gi) r:2+3<4 


हल (D.) तथा (D) को ध्यान में रखते हुए, हम देखते हैं, कि -# का सत्यमान F है, क्योंकि p 
का सत्यमान T है। इसी प्रकार ~4 तथा -# के सत्यमान ए हैं, क्योंकि दोनों कथनों 6 तथा r के 
सत्यमान F हैं। 


14.1.8 संयुक्‍त कथनो के निषेधन 


14.1.9 संयोजन का निषेधन : स्मरण कौजिए कि संयोजन p » q दो घटक कथनों तथा q से बना 


है, जिन दोनों का अस्तित्व एक साथ (simultancously) होता है। अत: संयोजन के निषेधन का अर्थ, 
दो घटक कथनों में से कम से कम एक का निषेधन है। 


D): संयोजन ७ A का निषेधन,७ के निषेधन तथा q के निषेधन का वियोजन होता Š | समतुल्यतः 
हम लिखते हैं, कि 


“(pAq)= -p ४-4 
उदाहरण 11 निम्नलिखित संयोजन में से प्रत्येक का निषेधन लिखिए: 
(a) पेरिस फ्राँस में है और लन्दन इंगलैण्ड में है। 
(७) 2+3=5 और 8 < 10. 


हल 
(2) मान लीजिए कि,» : पेरिस फरास में है तथा 4 : लन्दन इंगलैण्ड में है। तो (a) š व्यक्त संयोर्जन 
pAq है। 
अब “/ : पेरिस फ्राँस में नहीं है। 
तथा ~q: लन्दन इंगलैण्ड में नहीं है। 


अतएव (D.), के प्रयोग से, p A q का निषेधन नीचे व्यक्त है: 
- (p ^): पेरिस फ्रांस में नहीं है या लन्दन इंगलैण्ड में नहीं है) 
७) यदि७:2435 तथा 9: 8 < 10, तो (0) में दिया संयोजन ७ / q है। 
अब ~7:2+3४5 तथा-4: 8 £10, तब (D) के प्रयोग से, p ^ का निषेधन निम्नलिखित हैः 
_(// 4):(2+3#5) या (8 £10) 
| 10 व्रियोजन का निषेधन स्मरण कीजिए कि वियोजन/ v q दो घटक कथनों 7 तथा q से का 


है, जो इस प्रकार हैं कि या तो या q qI दोनों का अस्तित्व है। इसलिए वियोजन के निषेधन का ॐ 
p तथा q दोनों का ही एक साथ निषेधन हे। 
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अत: प्रतीकात्मक रूप में 
(D) : वियोजन ७; v का निषेधन, p के निषेधन तथा q के निषेधन का संयोजन होता है। समतुल्यतः 


हम लिखते हैं, कि 
उदाहरण ~PvD= “ल्य 
दाहरण 12 निम्नलिखित वियोजन में से प्रत्येक का निषेधन लिखिए: 


(३) राम कक्षा में है या रहीम कक्षा £ में है। 
७) 7,4 से बड़ा है या6, 7 से छोटा है। 


हेल 

(७) मान लीजिए कि 7 : राम कक्षा में है तथा 4: रहीम कक्षा XII में है, तो (a) में व्यक्त 
वियोजन p ५4 है। 
अब ~: राम कक्षा % में नहीं है। 


तं ~q: रहीम कक्षा] में नहीं है। 
एव (D) के प्रयोग से,» v q का निषेधन निम्नलिखित हैः 
७ 2 (p v q) : राम कक्षा x में नहीं है और रहीम कक्षा शा में नहीं èI 
w मान लीजिए कि p: 7, 4 से बड़ा है तथा: 6, 7 से छोटा है। 
(D) के प्रयोग से ”५वका निषेधन z e 
पक © ४9:74 से बढ़ा नहीं है और 6, 7 से छोटा नहीं है। 
"1.11 निषेधन का निषेधन (Negation of a negation) जैसा कि पहले ही कहा जा चुका 
कि निषेधन एक संयोजक नहीं है किंतु मात्र एक रूपांतरण (modifier) है। यह किसी प्रदत्त कथन 
होता है रूपांतरित कर देता है तथा केवल एक अकेले (एकाकी) सरल या संयुक्त कथन पर लागू 
kah । इसलिए, (D. तथा (D) को ध्यान में रखते हुए किसी कथन / के लिए, 
५): किसी कथन के निषेधन का निषेधन स्वयं मूल कथन ही होता है। समतुल्यतः हम लिखते हैं कि, 
~(~p)=P 
= सप्रतिबंध कथन (The क a कह स्मरण कीजिए कि, यदि p तथा q 
u कथन हों, तो ७ तथा 4 को संयोजक (af... तो” द्वारा जोड़ने पर प्राप्त संयुक्त कथन 
? तो 4” को एक सप्रतिबंध कथन अथवा एक अंतर्भाव (implication) कहते हैं तथा इसे 
परिकल्पना रूप Ñ p — q अथवा 7 > q लिखते हैं। यहाँ, p को सप्रतिबंध कथन (? > ठ) की 
RR (O (hypothesis) अथवा पूर्वपद (8112061) तथा q को निष्कर्ष (conclusion) अथवा 
हप) nSequent) कहते हैं। 
आ." संप्रतिबंध कथन, => q को अन्य अनेक प्रकार से व्यक्त किया जा सकता है! इसके लिए प्रचलित कुछ 
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(व) p पर्याप्त है व के लिए। 

(e) q अनिवार्य है के लिए। 
ध्यान दीजिए कि सप्रतिबंध कथन p — q इस बात को प्रकट करता है कि जब-जब यह ज्ञात है कि 
p सत्य है, तब यह अर्थ अनिवार्यतः निकलता है कि ५ भी सत्य है। 
उदारहण 13 निम्नलिखित कथनों में से प्रत्येक सप्रतिबंध कथन भी हैं: 

G) यदि2+2=5, तो रेखा को आइसक्रीम मिलेगी। 

Gü) यदि आप रात्रि का भोजन (dinner) करेंगे, तो आपको मिष्ठान (dessert) मिलेगा। 

(४) यदि जॉन कठिन परिश्रम करता है, तो आज वर्षा होगी। 

Gv) यदि ७8८ एक त्रिभुज है, तो Z A + Z B + Z C = 180° 
उदारहण 14 कथन p — 4 को शब्दों में व्यक्त कीजिए, जहाँ 
7: आज वर्षा हो रही है। 
4:2+3>4 
हल अभीष्ट सप्रतिबंध कथन निम्नलिखित है: 
“युदि आज वर्षा हो रही है, तो2+3> 4” 
14.1.13 सप्रतिबंध कथन का प्रतिधनात्मक (Contrapositive of a conditional statement) 
कथन “(~ 4) ~> (= p)” को कथन p — q का प्रतिधनात्मक कथन कहते ŠI 
उदाहरण 15 निम्नलिखित कथनों में से प्रत्येक को उसके समतुल्य प्रतिधनात्मक रूप में लिखिं' 

6) यदि मेरी कार मरम्मत की दूकान में है, तो मैं बाजार नहीं जा सकता हूँ! 

Gü) यदि करीम किले तक नहीं तैर सकता है, तो वह तैर कर नदी नहीं पार कर सकता है। 
हल (i) मान लीजिए कि,“ : मेरी कार मरम्मत कौ दुकान में है।” तथा <q : में बाजार नहीं 
सकता हूँ!” 
तब दिया हुआ कथन प्रतीकात्मक रूप में ७ > १ है। अतएव इसका प्रतिधनात्मक कर्थ 


= q —v = p है। 
अब ~: मेरी कार मरम्मत की दूकान में नहीं है। तथा 
तथा ~q: Ñ बाजार जा सकता हॅ! 


अत: प्रदत्त कथन का प्रतिधनात्मक, निम्नलिखित है, 
“यदि मैं बाजार जा सकता हूँ, तो मेरी कार मरम्मत की दुकान में नहीं है।” 
(0) () के हल के अनुसार सरल करने पर, कथन (ii) का प्रतिधनात्मक निम्नलिखित È: 
“यदि करीम तैरकर नदी पार कर सकता है, तो वह किले तक तैर सकता है।” 
14.1.14 सप्रतिबंध कथन का विलोम (Converse of a conditional statement) : 
कथन “५ — p” को सप्रतिबंध कथन “ p — q ” का विलोम कहते हैं। 
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उदाहरण 16 निम्नलिखित कथनों का विलोम लिखिए: 
O यदि+ <), तो५+5 </+रऊ 
Gü) यदि ABC एक समबाहु त्रिभुज है, तो ABC एक समद्विबाहु त्रिभुज है। 
हल (i) मान लीजिए कि, 
P:x<y 
qix+5<y+5 
इसलिए कथन ७ -> वृका विलोम 
“यदि~+5<)+5,तो+<}'' है। 
() प्रदत्त कथन का विलोम, 
“यदि ABC एक समद्विबाहु त्रिभुज है तो A8C एक समबाहु त्रिभुज है।” 
14.1.15 द्विप्रतिबंधित कथन (The biconditional statement) यदि दो कथन p तथा q संयोजक 
“यदि और केवल यदि'' द्वारा जुड़े हों, तो परिणामी संयुक्त कथन "p यदि और केवल यदि q”, p तथा 
4 का हिप्रतिबन्धित कथन कहलाता है तथा इसे प्रतीकात्मक रूप में poq लिखते हे 


उदाहरण 17 निम्नलिखित कथनों के हिप्रतिबंधित कथन बनाइए: 
p: एक, सात से कम ë! 
q: दो, आठ से कम है। 
दि p तथा q का द्विप्रतिबन्ध (biconditional) निम्नलिखित हैः 
दि दो, आठ से कम है।” 
उदाहरण 18 निम्नलिखित द्विप्रतिबन्ध को प्रतीकात्मक रूप में परिवर्तित कीजिए: l 
Ei “ABC एक समबाहु त्रिभुज है, यदि और केवल यदि, यह समकोणिक है।” 
ल मान लीजिए कि, : ABC एक समबाहु त्रिभुज है। 
q: ABC एक समकोणिक त्रिभुज है, तो प्रदत्त कथन 


“एक, सात से कम है, यदि और केवल 


प्रतीकात्मक रूप में p २ q द्वारा व्यक्त 


होता है। 


SN परिमाणात्मक /मात्रात्मक वाक्यांश (सूक्ति ) (Quantifiers) एक ऐसे का sho i 
š ९7९ exists)” तथा “प्रत्येक के लिए (for every)- प्रकार के सूक्तियों को परिमाणात्मक वाक्यांश कहते 


हमें अनेक ऐसे गणितीय कथन मिलते हैं जिनमें ये सूक्तियाँ होती हैं। उदाहरण के लिए 
निम्नलिखित कथनों पर विचार कीजिए, 


? : प्रत्येक अभाज्य संख्या." के लिए, Jx एक अपरिमेय संख्या है। 
१: एक ऐसे त्रिभुज का अस्तित्व है जिसकी सभी भुजाएँ बराबर (समान) हों। 
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14.1.17 कथनों की वैधता (Validity of statements) किसी कथन की वैधता का अर्थ यह 
जाँचने से है कि कब वह कथन सत्य है तथा कब असत्य हे। यह इस बात पर निर्भर करता है कि 
उस कथन में कौन से संयोजक, परिमाणात्मक वाक्यांश तथा प्रतिबंध का प्रयोग किया गया Š! 


6) 


(ii) 


(iii) 


संयोजक 'और' से प्रयुक्त कथन की वैधता 

कथन: ^ को सत्य प्रमाणित करने के लिये, सिद्ध कीजिए कि कथन, सत्य है और कथन 

4 सत्य है। 

संयोजक “या' से प्रयुक्त कथन की वैधता 

कथन r : p v q को सत्य प्रमाणित करने के लिए, सिद्ध कीजिए कि या तो कथन सत्य है 

या कथन ८ सत्य ÈI 

वाक्यांश ““यदि...... तो'' से प्रयुक्त कथन की वैधता 

कथन +: “यदि p, तो q ”, की सत्यता प्रमाणित करने के लिए, हम निम्नलिखित विधियाँ अर्पनी 

(adopt) सकते हें 

(8) प्रत्यक्ष विधि : p को सत्य मानिए और सिद्ध कीजिए कि q सत्य है, अर्थात्‌ p = 4 

(b) प्रतिधनात्मक: ~ q को सत्य मानिए और सिद्ध कीजिए कि ~p सत्य है, अर्थात्‌ - 4 > p 

(c) विरोधोक्ति विधि: को सत्य और 4 को असत्य मानिए तथा मान्यता से एक विरो 
(Contradiction) प्राप्त कीजिए। 

(0) प्रत्युदाहरण द्वारा: किसी दिए हुए कथन को असत्य सिद्ध करने के लिए हम ge 
(counter example) देते हैं। निम्नलिखित कथन पर विचार कीजिए, š 
“+: सभी अभाज्य संख्याएँ विषम होती हैं।” अब + असत्य है, क्योंकि संख्या 2 A 
और यह एक सम संख्या है। 


14.1.18 वाक्यांश “यदि और केवल यदि'' से प्रयुक्त कथन की वैधता 
कथन "r : p यदि और केवल यदि q" को सत्य प्रमाणित करने के लिए, हम निम्नलिखित प्रकार अगर 
होते हैं 


चरण (Step) 1: सिद्ध कीजिए कि यदि p सत्य है, तो q सत्य है। 
चरण (Step) 2: सिद्ध कीजिए कि यदि q सत्य है, तो» सत्य है। 


14.2 हल किए हुये उदाहरण 
लघुउत्तरीय प्रशन f 
उदारहण 1 निम्नलिखित कथनों में से कौन संयुक्त कथन हैं? 


() 
(ii) 
(ii) 


«2 एक सम संख्या और एक अभाज्य संख्या दोनों ही है।” 


«9 न तो एक सम संख्या है न ही एक अभाज्य संख्या है।” 
“राम और रहीम दोस्त हैं। 
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G) प्रदत्त कथन को दो सरल कथनों “2 एक सम संख्या हे'' और “2 एक अभाज्य संख्या है'' 
में विखंडित किया जा सकता है, जो संयोजक “और” द्वारा जुड़े हैं। अत: यह एक संयुक्त कथन ÈI 
Gü) प्रदत्त कथन को निम्नलिखित दो सरल कथनों में विखंडित किया जा सकता हैः 
«9 एक सम संख्या नहीं है'' और '* 9 एक अभाज्य संख्या नहीं है'', जो संयोजक '' और'' 
दवारा जुड़े हैं। अतः यह एक संयुक्त कथन है। 
(ü) प्रदत्त कथन को दो (या अधिक) सरल कथों में विखंडित नहीं किया जा सकता है, इसलिए 
यह एक संयुक्त कथन नहीं है। ¿sas 
उदारहण 2 निम्नलिखित संयुक्त कथनों में घटक कथनों तथा सं को पहचानिए: 
(४) वर्षा हो रही है या सूर्य चमक रहा है। 
(b) 2 एक धन संख्या या एक ऋण संख्या है। 
हल 
(४) घटक कथन निम्नलिखित हैं: 
०: वर्षा हो रही है। 
4: सूर्य चमक रहा है। 
, तैथा संयोजक “या”! है। 
(०) घटक कथन निम्नलिखित हैं: 
7: 2 एक धन संख्या है। 
4:2 एक ऋण संख्या है। 
तथा संयोजक “या” है। 
उदाहरण 3 निम्नलिखित कथनों का प्रतीकात्मक रूप में अनुवाद कीजिए: 
G) 2 और 3 अभाज्य संख्याएँ. ë! 


G) बाघ गिर चन या राजाजी राष्ट्रीय उद्यान में पाए जाते हैं। 
हेल 


i “ अ T: और 3 
() प्रदत्त कथन निम्नलिखित प्रकार भी लिखा जा सकता हैः “2 एक अभाज्य सख्या है 


एक अभाज्य संख्या है।'' 
सान लीजिए कि, 
p: 2 एक अभाज्य संख्या है। 
4:3 एक अभाज्य संख्या है, तो दिया ini 
(1) दिया हुआ कथन निम्नलिखित प्रकार भी लिखा जा सकता है- 


हुआ कथन प्रतीकात्मक रूप में p / 4 है। 
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“बाघ गिर वन में पाए जाते हैं या बाघ राजाजी राष्ट्रीय उद्यान में पाए जाते ë 
मान लीजिए कि, 
p : बाघ गिर वन में पाए जाते हैं। ! 
q : बाघ राजाजी राष्ट्रीय उद्यान में पाए जाते हैं। तो प्रदत्त कथन प्रतीकात्मक रूप में p v q डा 
उदाहरण 4 निम्नलिखित कथनों में से प्रत्येक का सत्यमान लिखिए: 
6) 9 एक सम पूर्णाक है या 9+ 1 सम है। 
(ü) 2+4=6या2+4=7 
(४) दिल्ली भारत की राजधानी है और इस्लामाबाद पाकिस्तान की राजधानी है। 
(४) प्रत्येक आयत एक वर्ग है और प्रत्येक वर्ग एक आयत है। 
(५) सूर्य एक तारा है या सूर्य एक ग्रह है। 
हल (D), (D>, (D.) तथा (D) को ध्यान में रखते हुए, हम देखते हैं कि केवल कथन Gv) की 
सत्यामान F है, क्योंकि पहला घटक कथन, नामतः (namely), “प्रत्येक आयत एक वर्ग है।'' असत्य } 
पुनः, कथनों (i), (1) तथा (v) में कम से कम एक घटक कथन सत्य है। अतएव इन कथनों का सह्य 
मान TÈI 
साथ ही कथन (iii) का सत्यमान T है, क्योंकि दोनों ही घटक कथन सत्य हैं। 
उदाहरण 5 कथन “हर (प्रत्येक) वह व्यक्ति जो भारत में रहता है, एक भारतीय है।'' का निषेध 
लिखिए। 


हल मान लीजिए कि 7: हर (प्रत्येक) वह व्यक्ति जो भारत में रहता है, एक भारतीय ÈI इस कर्थ 
का निषेधन निम्नलिखित हैं: 


~: यह असत्य है कि हर (प्रत्येक) वह व्यक्ति जो भारत में रहता है, एक भारती है 
अथवा 
~p: TÒR वह व्यक्ति जो भारत में रहता है, एक भारतीय नहीं है। 
उदाहरण ७ निम्नलिखित कथनों के निषेधन लिखिए: 
(a) 7 : सभी त्रिभुज समबाहु त्रिभुज होते हैं। 
(b) 4: 9 संख्या 4 का एक गुणज है। 
(८) r: किसी त्रिभुज की चार भुजाएँ होती हैं। 
हल 
(a) यहाँ ~p: यह असत्य है कि सभी त्रिभुज समबाहु त्रिभुज होते हैं। 
अथवा 


_ p: एक ऐसे त्रिभुज का अस्तित्व है, जो समबाहु त्रिभुज नहीं है। 
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अथवा 
= p : सभी त्रिभुज समबाहु त्रिभुज नहीं होते हैं। 
(b) -०: 9 संख्या 4 का एक गुणज नहीं है। 
(०) ~+: यह असत्य है कि किसी त्रिभुज की चार भुजाएँ हैं। 
अथवा 
~7: किसी त्रिभुज की चार भुजाएँ नहीं होती हैं। 
उदाहरण 7 निम्नलिखित कथनों के निषेधन लिखिए: 
() सुरेश भोपाल में रहता है या वह मुम्बई में रहता है। 
G) ++) =) +४ और 29 एक अभाज्य संख्या है। 
हेल 
() मान लीजिए कि, 
p : सुरेश भोपाल में रहता है। तथा 4: सुरेश मुम्बई में रहता है। तब वियोजन p v q है। 
~: सुरेश भोपाल में नहीं रहता ÈI 
- 4 : सुरेश मुम्बई में नहीं रहता है। 
चसलिए (D ) के प्रयोग द्वारा p v का निषेधन निम्नलिखित है, 
` (pv q): सुरेश भोपाल में नहीं रहता है और वह मुम्बई में नहीं रहता है। Si 
() मान लीणिए कि, /: ४+} =) ** तथा 4 : 29 एक अभाज्य संख्या है। तब संयोजन 


Gi) वही 
è “P कक y क तथा ~ : 29 एक अभाज्य 
अतएब ([) ) w »#+> तथा ~q M 
) के प्रयोग से, ७ « का निषेधन निम्नलिखित ह 

xa 29 एक अभाज्य संख्या 
सप्रतिबंध कथन 
ध्ययन करे। 

यदि वह रात्रि-भोज करे। 


अब 


संख्या नहीं है। 


~ 


उदाहरण (pA q)ix+y # y+ 


8 निम्नलिखित कथनों में से प्रत्येक को सप्रति 


(i) 
Gü) त एक अच्छा विद्यार्थी होगा, यदि वह मेहनत से अ 


258 प्रश्‍न प्रदर्शिका 


(९) तारा को नई दिल्‍ली की सैर करने के लिए पर्याप्त प्रतिबंध है कि, वह राष्ट्रपति भवन देखने 
जाए। 
हल 


G) यह कथन “4 यदि 7” के रूप का है, जहाँ 
p : मोहन मेहनत से अध्ययन करे। 
५: वह एक अच्छा विद्यार्थी होगा। 
यह कथन, कथन “यदि p, तो ५'' का एक समतुल्य रूप है (टिप्पणी (b) 14.1.12)। अतएव, प्रद 
कथन का समतुल्य सूचीकरण (formation) निम्नलिखित है, 
“यदि मोहन मेहनत से अध्ययन करे, तो वह एक अच्छा विद्यार्थी होगा!” 
(यहाँ ध्यान दीजिए कि में ' वह' को मोहन से तथा q में ' मोहन' को ' वह' से बदल दिया गया हौ) 
() प्रदत्त कथन “7 केवल यदि 4” का एक समतुल्य रूप है (टिप्पणी (८) 14.1.12)। अतर, 


दिए हुए कथन का समतुल्य सूत्रीकरण निम्नलिखित है, "यदि रमेश रात्रि-भोज करे तो उसे ga 
मिलेगा।'' 


Gü) यहाँ sr का अर्थ 'यदि' है और इस प्रकार प्रदत्त कथन का सूत्रीकरण नीचे दिया है, 
“यदि आप गाते हैं, तो मेरे कानों को तकलीफ होती हैं।'” 

(iv) दिया हुआ कथन “q का अनिवार्य है७ के लिए” के रूप में है, जहाँ 
p: भारतीय टीम किसी क्रिकेट मैच को जीतती है। 


4 : चयन समिति एक हरफनमौला खिलाड़ी का चयन करती है। जो कथन “यदि p, तो 4 


का एक समतुल्य रूप है (टिप्पणी (९) 14.1.12)। अतएव, प्रदत्त कथन का समतुल्य gia 
निम्नलिखित है, 


“यदि भारतीय टीम किसी क्रिकेट मैच को जीतती है, तो चयन समिति ने एक हरफनमौर्ी 
खिलाडी का चयन किया है।'' 


दिया हुआ कथन “p पर्याप्त है के लिए” के रूप का है, जहाँ 
p : तारा राष्ट्रपति भवन देखने जाती है। i 


q : वह नई दिल्ली की सैर करती है, जो कथन “यदि p, तो q" का एक समतुल्य = 
(टिप्पणी (d) 14.1.12) अत: प्रदत्त कथन का समतुल्य सूत्रीकरण निम्नलिखित है, “यदि ara 
भवन देखने जाती है, तो वह दिल्ली की सैर करती g” 


उदाहरण 9 कथन p — है 4 को हिन्दी भाषा में व्यक्त कीजिए? जहाँ 


p: आज वर्षा हो रही है। 
q:2+3>4. 


(v 


— 
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हेल सप्रतिबंध कथन नीचे दिया है, 
“यदि आज वर्षा हो रही है, तो2--3>4”. 
उदाहरण 10 निम्नलिखित कथन को प्रतीकात्मक रूप में लिखिए: 
यदि ५ = 7 और) = 4” तो श + ) = 11. 
हेल मान लीजिए कि. # : 57 और y=4q9[q:x+y=11 
तो प्रदत्त कथन प्रतीकात्मक रूप में — q है। 
उदाहरण 11 निम्नलिखित कथनों का हिप्रतिबंधित कथन लिखिए: 
7: आज अगस्त की 14 तारीख है। 
q : कल स्वतंत्रता दिवस ÈI 
हेल j 
i नगी द्विप्रतिबंधित कथन p e 4 निम्नलिखित à 
आज अगस्त की 14 तारीख है यदि और केवल यहि क्ल 


प्रतीकात्मक रूप में अनुवाद कीजिए: 
प्रत्येक अंतःकोण 60° का है।” 


इसका (त्रिभुज ABC का) प्रत्येक 


स्वतंत्रता दिवस ÈI” 


का 12 निम्नलिखित द्विप्रतिबंधित कथन का 
के समबाहु त्रिभुज है यदि और केवल यदि इसका 


हेल . 
L मान लीजिए fs, : ABC एक समबाह त्रिभुज है तथा Š R | 
अंत:कोण 60° का है, तो प्रदत्त कथन प्रतीकात्मक रून " P Ta 


š उदाहरण 13 परिमाणात्मक वाक्यांशों को पहिचानिए तथा निम्नलिखित कथनों FE लिखिए: 
~ एक ऐसी संख्या का अस्तित्व है, जो अपने वर्ग के बराबर (तुल्य) होता 
अं सभी सम पूर्णाकों » के लिए, 12 भी सम होता है। 
एक ऐसी संख्या का अस्तित्व है, जो 6 और 9 का गुणज 


7 i n” 
£ ह वाक्यांश ““एक ऐसे का अस्तित्व हे'' तथा 
Ser का अस्तित्व नहीं है, जो अपने वर्ग के बराबर (तुल्य) €। 


u निषेधन 

Ñ सभी के Rn” परिमाणात्मक वाक्यांश है तथा इसका उसंत तही है। 

à एक ऐसे सम पूर्णाक «का अस्तित्व है, इस प्रकार कि š 
“एक वाक्यांश है तथा निषेधन निम्नलिखित ह, 
ऐसे का अस्तित्व है'' परिमाणात्मक 


किसी संख्या का अस्तित्व नहीं है, जो 6 और 9 दोनों ही का गुणज ÈI 


है। 
निम्नलिखित है, 


Gü) 


“ 
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उदाहरण 14 सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित कथन सत्य हैः 
7: किसी भी वास्तविक संख्या, y के लिए ax = y, तो 2४ +० =2) + 4 जहाँ० € 2 
हल हम कथन, को, प्रतिधनात्मक विधि तथा प्रत्यक्ष विधि द्वारा, सत्य सिद्ध करते हैं। 
प्रत्यक्ष विधि : किसी भी वास्तविक संख्या ४, y के लिए दिया है कि, 
x= y 
= 2x = 2y 
> 2x +a = 29+ 4 किसी 4 € Z के लिए। 
प्रतिधनात्मक विधि : किसी वास्तविक संख्या x, y के लिए कथन का प्रतिधनात्मक कर्थ 
निम्नलिखित है, यदि 2४ + a # 2 + a, तो x # y, जहाँ x € 7. 
दिया हुआ है कि 2+ #2} +4 
= 2x + 2y 
=> x ë y 
उदाहरण 15 निम्नलिखित कथनों की वैधता की जाँच कीजिए: 
() 7: संख्या 100, 4 और 5 का गुणज है। 
G) &: संख्या 60,3 या5 का गुणज है। 
हल (1) मान लीजिए कि ७:17 / ७ 
जहाँ 7: “संख्या 100, 4 का गुणज है” सत्य है। 
s : “संख्या 100, 5 का गुणज हे” सत्य है। 
अतः सत्य ÈI 
(६) मान लीजिए कि,१:7 V s, जहाँ 
r: “संख्या 60, 3 का गुणज है'' सत्य है। 
5 : “संख्या 60 ,5 का गुणज है” सत्य है। 
अतः q सत्य है। 
वस्तुनिष्ठ प्रश्न ८9) 
उदारहण 16 से 18 तक प्रत्येक के लिए दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर FS o 
उदाहरण 16 निम्नलिखित में से कौन एक कथन है? 
(A) गुलाब के फूल काले हैं। 
(8) अपने कार्य पर ध्यान दीजिए। 
(C) समयनिष्ठ (punctual) रहिए। 
(D) झूठ मत बोलिए। 
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हल सही उत्तर (A) है, क्योंकि (B), (C) तथा (2) न तो सत्य है और न असत्य है। वास्तव में ये सभी 
वाक्य “परामर्श” हें' I हर 
उदारहण 17 कथन ''वर्षा हो रही है और मौसम ठंडा है। 
का निषेधन निम्नलिखित में से कौन-सा हैः 
(&) वर्षा नहीं हो रही है और मौसम ठंडा है। 
(8) वर्षा हो रही है या मौसम ठंडा नहीं है। 
(O) वर्षा नहीं हो रही है या मौसम ठंडा नहीं 3 
(D) वर्षा नहीं हो रही है और मौसम ठंडा नहीं है। हक 
हल (C) सही उत्तर है, क्योंकि यह नियम (D). को संतुष्ट करता है। विकल्प (A), (B), DO), (D,) 
को संतुष्ट नहीं करते हैं। 
उदाहरण 18 निम्नलिखित में से कौन-सा कथन ' 
ब्राइसाईकल मिलेगी'' का विलोम है? Lau as 
(A) यदि बिल्लू को बाईसाईकल नहीं मिलेगी, तो वह अच्छे अंक A प्राप्त करेगा। 
(B) यदि बिल्लू को बाईसाईकल मिलेगी, तो वह Sia a s: bip 
(९) यदि बिल्लू को बाईसाईकल मिलेगी, तो वह अच्छे अंक नरी र करेगा। 
(D) यदि बिल्लू को बाईसाईकल नहीं मिलेगी, तो बह TAI i | 
हेल (8) सही उत्तर है, क्योंकि कथन 4 — p का विलोम कथन? a 
लघुउत्तरीय प्रश्‍न pen 
1. निम्नलिखित वाक्यों में से कौन से कथन है? औचित्य भी : 
() एक त्रिभुज की तीन भुजाएँ होती हैं। 
G) 0एक समिमश्र संख्या है। 
Gi) आसमान (आकाश) लाल ÈI PEN 
G) प्रत्येक समुच्चय एक अपरिमित समुच्चय होता EI 
(७) 15+8>23. 
V) y+9=7. 
(i) आपका बैग (थैला) कहाँ है? 
(शा) प्रत्येक वर्ग एक आयत होता है। गो का योगफल 180 होत 
(ix) किसी चक्रीय (cyclic) चतुर्भुज के सम्मुख कोणों का योगफल 180 होता है। 


(x) sin2x + cos% = 0 


“यदि बिल्लू अच्छे अंक प्राप्त करेगा, तो उसे एक 


Me 
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2. निम्नलिखित संयुक्त कथनों के घटक कथनों को ज्ञात कीजिए: 
G) संख्या 7 अभाज्य और विषम है। 
G) चेन्नई भारत में है और तमिलनाडू की राजधानी है। 
Gi) संख्या 100, संख्याओं 3, 11 और 5 से भाज्य है। 
(४) चंडीगढ़, हरियाणा और यू.पी. की राजधानी है। 
(४) ४7 एक परिमेय संख्या है या एक अपरिमेय संख्या है। 
(vi) 0 प्रत्येक धन पूर्णांक और प्रत्येक ऋण पूर्णाक से कम होता है। 
(i) पौधे प्रकाश संश्लेषण (photosynthesis) के लिए सूर्य के प्रकाश, पानी और कार्बन 
डाईऑक्साइड का प्रयोग करते हैं। j 
(शा) किसी समतल में स्थित दो रेखाएँ या तो एक बिंदु पर प्रतिच्छेद करती हैं या वे समांतर होती है 
(७) एक आयत एक चतुर्भुज होता है या एक 5-भुजाओं का बहुभुज होता है। ह 
3. निम्नलिखित सयुक्त कथनों के घटक कथन लिखिए तथा जाँचिए कि वे सत्य हैं या असत्य Š? 
G) संख्या 57, 2 या 3 से भाज्य है। 
Gi) संख्या 24, 4 और 6 का गुणज ÈI 
Gü) सभी जीवित वस्तुओं की दो आँखें और दो पैर होते हैं। 
6५) 2 एक सम संख्या और एक अभाज्य संख्या है। 
4. निम्नलिखित सरल कथनों के निषेधन लिखिए : 
G) संख्या 17, एक अभाज्य संख्या है। 
Gü) 24756. 
Gi) बैगनी रंग नीला होता है। 
(४) ३5 एक परिमेय संख्या है। 
(५) 2 एक अभाज्य संख्या है। 
(i) प्रत्येक वास्तविक संख्या एक अभाज्य संख्या š 
(४) गाय के चार पैर होते ë| 
(i) किसी लीप वर्ष में 366 दिन होते 1 
(४) सभी समरूप त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं। 
(५) किसी वृत्त का क्षेत्रफल, वृत्त की परिधि के समान होता है। 
5. निम्नलिखित कथनों का प्रतीकात्मक रूप में अनुवाद कीजिए : 
6) राहुल ने हिंदी और अंग्रेजी विषयों में परीक्षा पास की। 


- G) »और ) सम पूर्णाक हैं। 


(iii) 
(iv) 
(y) 
(vi) 
(vii) 
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2, 3 और 6 संख्या 12 के गुणनखण्ड हैं। 

या तो + या + + 1 एक विषम पूर्णाक ÈI 

एक संख्या या तो 2 या 3 से भाज्य है। 

या तो + = 2 या x = 3, समीकरण 3⁄2 — x — 10 = 0 का एक मूल ÈI 

विद्यार्थीगण हिंदी या अंगरेजी को वैकल्पिक प्रश्नपत्र के रूप में ले (चुन) सकते हैं 


6. 
निम्नलिखित संयुक्त कथनों के निषेधन लिखिए: 


® 
(ii) 
(iil) 
(iv) 
(५) 
(vi) 

(vii) 
(viii) 
7. 

6) 
(i) 
Gii) 
(iv) 
(५) 
(vi) 


(i) 
(i) 


(ii) 


सभी परिमेय संख्याएँ वास्तविक और सम्मिश्र होती हैं। 

सभी वास्तविक संख्याएँ परिमेय या अपरिमेय होती हैं। 

x = 2 और x = 3, द्विघात समीकरण +? - Sx + 6 = 0 के मूल हैं। 
किसी त्रिभुज की या तो 3-भुजाएँ या 4-भुजाएँ होती हैं। 

35, एक भाज्य संख्या या एक अभाज्य संख्या है। 

सभी अभाज्य पूर्णाक या तो सम होते हैं या विषम होते हैं। 


[या तो» या-+ के बराबर (तुल्य) होता है। 


संख्या 6, 2 और 3 से भाज्य है। 
कथनों को सप्रतिबंध कथनों के रूप में पुनः लिखिए: 
किसी विषम संख्या का वर्ग विषम होता है। 
रात्रि-भोज के उपरांत आपको स्वीट डिश मिलेगी। 
आप फेल (असफल) हो जायेंगे, यदि आप अध्ययन नहीं करेंगे। 
किसी पूर्णाक का इकाई का अंक 0 या 5 होता है, यदि वह 5 से भाज्य होता है। 
किसी अभाज्य संख्या का वर्ग अभाज्य नहीं होता है। 
20 = a + c, यदि a, b और ८ समांतर श्रेणी (A.P) में ë| 


ध कथन, «> q, बनाइए, जहाँ 


p: किसी पुर्णाक्त का इकाई का अंक शून्य है। 
4: वह 5 से भाज्य है। 


2: एक प्राकृत संख्या ॥ विषम È 
व: प्राकृत संख्या ॥,2 से भाज्य नहीं है। 


?: एक त्रिभुज समबाहु त्रिभुज है। 


4: एक त्रिभुज की तीनों भुजाएँ समान h 
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9. निम्नलिखित कथनों के प्रतिधनात्म लिखिए: 


® 
G) 
Gi) 
(iv) 
v) 
vi 
(शो) 


यदि% =} और ५ =3, तो = 3. 

यदि n एक प्राकृत संख्या है, तो n एक पूर्णांक है। 

यदि किसी त्रिभुज की तीनों भुजाएँ समान हैं, तो त्रिभुज समबाहु है। 
यदि x और » ऋण पूर्णाक हैं, तो xy धन है। 

यदि प्राकृत संख्या n, 6 से भाज्य है, तो # 2 और 3 से भाज्य Š! 
यदि बर्फ गिर रही है, तो मौसम ठण्डा होगा। 

यदि x एक वास्तविक संख्या इस प्रकार है कि 0 < % < 1, तो +? < 1. 


10. निम्नलिखित कथनो के विलोम लिखिए: 


© 
G) 
(ü) 
Gv) 


(+) 
(vi) 
(vi) 
(vii) 


(9) 


यदि एक आयत *R' एक वर्ग है, तो R एक समचतुर्भुज (rhombus) ÈI 

यदि आज सोमवार है, तो कल मंगलवार होगा। 

यदि आप आगरा जाएँ, तो आप ताजमहल निश्चित ही देखिए। 

यदि किसी त्रिभुज की दो भुजाओं के वर्गों का योगफल उस त्रिभुज की तीसरी g 
वर्ग के बराबर है, तो वह एक समकोण त्रिभुज है। 

यदि किसी त्रिभुज के तीनों कोण समान हैं, तो वह एक समबाहु त्रिभुज है। 

यदि x : y = 3 : 2, तब 2x = 3y. 

यदि S एक चक्रीय चतुर्भुज है, तो S के सम्मुख कोण संपूरक हैं। 

यदि» शून्य है, तो शन तो धन है और न ऋण है। 

यदि दो त्रिभुज समरूप हैं, तो उनकी संगत भुजाओं का अनुपात समान है। 


11, निम्नलिखित कथनों में परिमाणात्मक वाक्यांशों को पहचानिए: 


0) 
Gi) 
(ii) 
(iv) 
(णे 
vi 
(vii) 
(vii) 
Gx) 
७) 


एक ऐसे त्रिभुज का अस्तित्व है, जो समबाहु नहीं है। 

सभी वास्तविक संख्याओं x और) के लिए, xy = yx 

एक ऐसी वास्तविक संख्या का अस्तित्व है, जो एक परिमेय संख्या नहीं है। 
प्रत्येक प्राकृत संख्या ४ के लिए,# 1 भी एक प्राकृत संख्या है। 

सभी प्राकृत संख्याओं x जहाँ x > 3, 2 संख्या 9 से बड़ा है। 

एक ऐसे त्रिभुज का अस्तित्व है, जो समद्विबाहु त्रिभुज नहीं है। 

सभी ऋण पूर्णाक x के लिए, ४ भी एक ऋण पूर्णाक है। 

उपर्युक्त कथनों में एक ऐसे कथन का अस्तित्व है, जो सत्य नहीं है। 

2 से भिन्न (अतिरिक्त) एक सम अभाज्य संख्या का अस्तित्व है। 

एक ऐसी वास्तविक संख्या x का अस्तित्व है ताकि, ५? + 1 = 


12. 


13. 


14. 


15: 


16. 
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प्रत्यक्ष विधि द्वारा सिद्ध कीजिए कि किसी परिमेय संख्या #” के लिए 7 -7 सदैव सम है। 
[संकेतः दो दशाएँ (i) n सम है, (1) n विषम है।] 

निम्नलिखित कथनों की वैधता की जाँच कीजिए: 

G) 7: संख्या 125, 5 और 7 से भाज्य ÈI 

G) १: संख्या 131, 3 या 11 का गुणज है। 

विरोधोक्ति विधि द्वारा निम्नलिखित कथन को सिद्ध कौजिए: I 

7: एक अपरिमेय संख्या और एक परिमेय संख्या का योगफल अपरिमेय होता है। 

प्रत्यक्ष विधि द्वारा सिद्ध कीजिए कि किसी भी वास्तविक संख्या x, y के लिए, यदि 

x= y, तो x2 = 9२. 

प्रतिधनात्मक विधि का प्रयोग करके सिद्ध कौजिए कि यदि #? एक सम पूर्णांक है, तो x भी 
एक सम पूर्णांक है। 


वस्तुनिष्ठ प्रश्न विकल्पों में 
प्रश्‍न संख्या 17 से 36 तक प्रत्येक के लिए दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए (ac o.) 


17. 


19. 


निम्नलिखित में से कौन एक कथन है? 

(A) x एक वास्तविक संख्या है। 

(B) पंखे को बंद कर दीजिए। 

(C) 6 एक प्राकृत संख्या है। 

(D) मुझे जाने दीजिए। 

निम्नलिखित में से कौन एक कथन नहीं है? 
(A) धूम्रपान स्वास्थ्य के लिए हानिकारक है। 
(B)2+2=4 

(C) केवल 2 एक सम अभाज्य संख्या ÈI 
(D) यहाँ आइए। 

कथन “2+ 7 > 9 या 2+7 < 9” में संयोजक है 
(A) और 

(B) या 

(O> 

(D) < 


रू उपग्रह ÈI” में संयोजक 


25. 


26. 


27. 


28. 


29, 


कथन '' गजेश या रजनी बैंगलोर में रहते थे!'' का । 

(A) राजेश, बैंगलोर में नहीं रहता था या रजनी बैंगलोर 

(B) रोजश बैंगलोर में रहता है और रजनी बैंगलोर में Të, 
(C) राजेश &गलोर में नहीं रहता था और रजनी बैंगलोर में 
(D) राजेश बेंगजोर में नहीं रहता था या रजनी बैंगलोर में नही 
कथन '' 101, 3 का एक गुणज नहीं है।'' का निषेधन हैः 
(^) 101, 3 का एक गुणज है। 

(B) 101, 2 का एफ गुणज है! 

(C) 101, एक विषम संख्या ÈI 

(D) 101, एक सम संख्या है। 

कथन “यदि 7, 5 से बशा है तो 8, 6 से बड़ा है। 
(^) यदि 8, 6 से बड़ा है, तो 7, 5 से बडा है। 
(B) यदि 8, 6 से बड़ा नहीं है, तो 7, 5 से बड़ा है। 

(C) यदि 8, 6 से बड़ा नहीं है, तो 7, 5 से बड़ा नहीं है। 

(D) यदि 8, 6 से बड़ा है, तो 7, 5 से बंडा नहीं है। 

कथन “यदि ५ >), तो + 6221 4: n का विलोम कथन हैः 


(A) यदि» <), तो &+ 4 <} + 6: 
(8) यदि x + a > y + a, तो x > Y- 
(©) ae< y, qx +a >y + 
(D) यदि%> y, lx +a < y + ८ 
कथन “यदि सूर्य नहीं चमक रहा है, तो आकाश 
कथन हे: 

(A) यदि आकश बादलों से भरा है, तो सूर्य नहीं चमक रहा है। 
(8) यदि सूर्य चमक रहा है, तो आकाश बादलों से भरा है। 


है। 
(C) यदि आकाश साफ है, तो सूर्य चमक रहा ह, 
(D) यदि सूर्य नहीं चमक रहा है, तो आकाश बादलों से नहीं भरा है। 


n का प्रतिधनात्मक कथेने 


बादलों से भरा (आच्छादित) है।'” का विलोम 
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30. 


31. 


32. 


34. 


` (^) यदि चण्डीगढ़ भारत में नहीं है, तो चण्डीगढ़ 


कथन AR p, तो 4” का प्रतिधनात्मक कथन है: 

(A) यदि q, तो p. 

(B) यदि p, तो ~ q. 

(O) यदि ~ q, तो ~p. 

(D) यदि ~p, ù~ q. * 

कथन “यदि 2? सम नहीं है, तो & सम नहीं है”, निम्नलिखित कथनों में से किसका विलोम है, 
(A) यदि x विषम है, तो + सम है। I 

(B) यदि सम नहीं है, तो ५२ सम नहीं है। 

(C) यदि सम है, तो «? सम है। 


` (D) यदि x विषम हे, तो २ सम है। 


„कथन्‌ “यदि चण्डीगढ़ पंजाब की राजधानी है, तो चण्डीगढ़ भारत में है।'' का प्रतिधनात्मर्क , 
कथन ` 


पंजाब की राजधानी नहीं है। 

पंजाब की राजधानी है। 

तो चण्डीगढ़ भारत की राजधानी नहीं है! 
चण्डीगढ़ भारत में नहीं है। 

कथन ७ -> 4 है? 


(8) यदि चण्डीगढ़ भारत में है, तो चण्डीगढ़ प 
(C) यदि चण्डीगढ़ पंजाब की राजधानी नहीं है, 
(D) यदि चण्डीगढ़ पंजाब की राजधानी है, तो 
निम्नलिखित में कौन सा सप्रतिबंध कः 
(A) 4 पर्याप्त है के लिए। 

(8) » अनिवार्य है 4 के लिए। 

(८) » केवल यदि 4. 

(D) यदि q, तो p. 


कथन “3 और 4 का गुणनफल 9 है।'' का निषेधन हैः 
(४) यह असत्य है, कि ३ और 4 का गुणनफल 9 š 
(B) 3 और 4 का गुणनफल 12 Š! 

(C) 3 और 4 का गुणनपुल 12 नहीं है। 

(0) यह असत्य है कि 3 और 4 का गुणनफल 9 नहीं है। 


35, 


36, 


37. 
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निम्नलिखित में से कौन-सा कथन “एक (कोई) प्राकृत संख्या शून्य से बड़ी होती है।” का 

निषेधन नहीं हैः 

(^) एक प्राकृत संख्या शून्य से बड़ी नहीं होती है। 

(8) यह असत्य है, कि एक प्राकृत संख्या शून्य से बडी होती है। 

(C) यह असत्य है कि एक प्राकृत संख्या शून्य से बड़ी नहीं होती है। 

(D) इनमें से कोई नहीं। 

निम्नलिखित कथनों में से कौन एक संयोजन है? 

(A) राम और श्याम मित्र हैं। 

(B) राम और श्याम दोनों लम्बे है 

(C) राम और श्याम दोनों शत्रु È! 

(0) इनमें से कोई नहीं। š 

बतलाइए कि क्या निम्नलिखित वाक्य, कथन Š या ह हैं 
O किसी त्रिभुज में बराबर भुजाओं के सामने के कोण RR ल 
Gi) चंद्रमा, पृथ्वी एक उपग्रह है। 

Gü) ईश्वर आप पर कृपा करें 

(iv) एशिया एक महाद्वीप ç! 

(५) आप कैसे हैं? 


अवर्गीकृत आँकड़ों का माध्य, माध्यिका एवं TERI इन मापो के अतिरिक्त हमें प्राय: एक दूसरे प्रकार 
के माप को ज्ञात करने की आवश्यकता होती हे जिसे ( 
माध्य अथवा माध्यिका जैसे मध्यवर्ती मानों से प्रेक्षणो का विचरण मापता है। पवी 

जह अध्याय माध्य विचलन, प्रसरण, मानक विचलन जैसी महत्त्वपूर्ण प्रकीर्णन की मापों 
अध्ययन करने और अन्त में बारंबारता बंटनों का विश्लेषण करने 


करने से सम्बन्धित हे। 
15.1.1 प्रकीर्णन की माप (Measure of Dispersion) k. 
(a) परिसर (Range): परिसर ऐसी प्रकीर्णन की माप हे जिसे बहुत ही सरलता से समझा एवं श 
किया जाता है परिसर इस प्रकार परिभाषित है। 
परिसर = सबसे बड़ा प्रेक्षण - सबसे छोटा प्रेक्षण 
(b) माध्य विचलन (Mean Deviation) 
6) अवर्गीकृत आंकड़ों का माध्य विचलन 


7 प्रेक्षणों Xp X, ... &, का उनके माध्य (>) के सापेक्ष, माध्य विचलन 


Xix -7| 1) 
उनकी माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात करने के लिए निम्नलिखित q a 
उपयोग किया जाता है। 


(2 
( असतत बारंबारता बंटन का माध्य विचलन (Mean Deviation for discrete 
frequency distribution) 


मान लीजिए दिए हुए आंकड़ों में » सतत रक्षण, ... , %, हैं जिनकी बारबारताएँ क्रमशः 
ffe, f, है। 


(0) 


(e) 
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इस स्थिति में M.D (7)= 21 त >al Aaea 
> N 


3./1% - ४| Í |x; -M| 
M.D (M) = N (A) 


जहाँ = 9 £. 
Gii) सतत बारंबारता बंटन (वर्गीकृत आंकडे) का माध्य विचलन (Mean deviation 
for continuous frequency distribution (Grouped data) 


सिन) | "ना 


Y lx -MI 
M.D (M) = N (6) 
जहाँ, वर्गो के मध्य बिन्दु हैं। x और M क्रमशः बंटन के माध्य एवं माध्यिका हैं। 
है। प्रसरण को 62 


प्रसारण (Variance) : मान लीजिए # प्रेक्षणों २, x, x, का माध्य x 


EDY (x-7 से प्राप्त किया जाता हे ०6 (7) 
n 


š दर्शाया जाता हे और ड्से o= 
2 प्रसरण है, तो o मानक विचलन कहलाता 


š और i (Standard Deviation) यदि o 


असतत बारंबारता बंटनके लिए मानक विचलन (Standard Deviation for a discrete 


f 
Tequency distribution) . 
डे [Ere fa -7 से प्राप्त होता है। (9) 


जहाँ x s की बारंबारताएँ fs é gs N = > i 
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(0 सतत बारंबारता बंटन (वर्गीकृत आंकड़ा) के लिए मानक विचलन (Standard 
deviation of a continuous frequency distribution) 


s= Sn 00 


जहाँ वर्गों के मध्य बिन्दु हैं और f उनकी क्रमशः बारंबारताएं हे: 
सूत्र (10) निम्न सूत्र के समान हैः 


1 SENSE: 
75 N VEAR- (> fx) y 


(g) मानक विचलन के लिए अन्य सूत्र (Another formula for standard deviation) 
h 
= = 2 
=F MIA O 
; P 4-A : 
जहा h वर्ग अंतराल की चौड़ाई है Ay, “77 और ^ कल्पित माध्य है। 
15.1.2 विचरण गुणांक (Coefficient of variation): कभी-कभी मानक विचलन को माध्य कं 


समानुपात व्यक्त करते हुए, सामान्यतः, प्रतिशतता, परिवर्तनशीलता की व्याख्या करना लाभदायक 
है। प्रातिशतता के रूप में इसका समीकरण इस प्रकार है- 


विचरण गुणांक = गक विचलन 
माध्य 


x100 
15.2 हल किए हुए उदारहण 


लघुउत्तरीय उदाहरण (S.A.) 


> fixi _ 3+9+20+98+63+44+ 39+60 


_ 336 _ 
हल माध्य = 7 = 5; D = — sis 


42 


=) fF IHF) +140) 470) + 43) 430) + AD) 
wp s= = | — 42 
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s21F15+12+14+7+12+15+28__ 62 _ zs 
“a 7 


42 
उदाहरण 2 निम्नलिखित आंकड़ों के लिए प्रसरण और मानक विचलन ज्ञात कीजिए: 
37, 64, 43, 67, 49, 59, 44, 47, 61, 59 


हेल माध्य (कि) 57+64+43+67+49+59+61+59+44+47_ 
10 


550 _ 
10 


55 


=\2 
wao- Le- 
n 
= +9 +122 +122 + 62 + 42 + 62 +4 +1 +8 
2+97+127+122+67+47+67+47+117+8_ 
10 


ü 02662 


10 
मानक फ 
क विचलन (o) = o? = \/66.2 = 8.13 


उदाहरण 3 आकडों 
सूत्र एक अ कि अवर्गीकृत आंकड़ों का मानक विचलन स 


[>e E-r 
,—7)? emy 

s= Zez आ >. कळ 
n 


हेल हेम पाते š Ee > x Ea -27 x; + x2) 


करने के लिए नीचे दिए गए दो 


geg- E 


= 3-2 xx + (03.1 


— =2 
= 5 x -27 (n x)+nxX 


—2 
> x? — nx 
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दोनों पक्षों को n से भाग देने पर और वर्ग मूल लेने पर हमें ० 6'प्राप्त होता है। 
उदाहरण 4 निम्नलिखित आंकड़ों का प्रसरण ज्ञात कौजिए: 


टा 


5 2.14 _3x6+6x10+4x14+7%18 
हल माध्य (5) = y F न टक ज्य S = 13 


— x) 2 72 _2\2 2 2 
प्रसरण (5?) = z = = A 


147+54+4+175 
= — n... = 
20 
दीर्घ उत्तरीय उदाहरण (L.A) 


| शप 
उदाहरण 5 निम्नलिखित बारंबारता बंटन के लिए माध्य, प्रसरण एवं मानक fase 
कीजिए: 


हल 
मान लीजिए 
जिए कल्पिक माध्य A, 25.5. यहाँ ॥ = 10 


माध्य < > 
X =25.5 + (-10) (0.4) = 


M 


"£ 


" 


S.D. (०) 


21.5 
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7027 


70024) _ 
TXT 


शहि =12.1 


28x28 
2 


Daie 161 (लगभग) 
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में 
उदाहरण दो कारखानों ^ तथा छे द्वारा निर्मित बल्बों की कार्य अवधि (Life) को निम्न सारणी 
दर्शाया गया है 


कारखाना A कारखाना 5 
(बल्बों की संख्या) (बल्बों की संख्या) 


È -650 
650-750 ` 
750-850 ` 


850 - 950 


950 - 1050 


कार्य अवधि की दृष्टि से किस कारखाने के बल्ब अधिक संगत (Consistent) È! 


हल यहाँ h = 100, मान लीजिए A (कल्पित माध्य) = 800. d 
| ह अवधि | माध्य मान ७) | /- > | ७) | y= x कारखाना ॥ | pea 


| 
f I Ns >>>“ 
aid | RL a 
| SLRS FLAS a ब ५ |: fy, iy; Si शशी 
| 550-650 600 | ४ ~ i i -16 32 
| | 2 -20 1 


650-750 | 700 ! h | 780 rele 260000 

750-850 | 8४800 ¦ 0 O RO | vad Wis 

हण जि oN 1 (3200 20% | 6.16679 j 
| 950 - 1050 | 1000 | 2 | 16 32, 5640 N12 श्र "i 
S IQ masa E 
कारखाना A के लिए 


= 1 घंटे 
माध्य (5)- 800+ ज्र X100=816.67 घंटे 


= 20 646) —100 146 98 
s= 20 (146) -100 =109 
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_ SD. I 
इसलिए विचरण गुणांक = S 100 = 109.98 „ 100 = 13.47 
x 816.67 


कारखाना 5 के लिए 


माध्य = 800+ (5) 100=770 
120 


100 [59-30 
_ = J120(156)- —36)2 =110 
S.D. = 120 (156) - (30) 


SD. 00 = 119, 100=1429 
770 


इसलिए विचरण गुणांक T 
मा 
4 के विचरण गुणांक से अधिक है। 


क्योंकि 
कारखाना 8 का विचरण गुणांक, कारखाना 
A के बल्ब अधिक संगत है। 


कारखाना 
ना B का विचरण अधिक है अर्थात्‌ कारखाना 


| सेस्तुनिष्ठ uya 
| कीजिए संख्या 7 से 9 तक प्रत्येक के लिए दिए हुए चार विकल्या में से सही उत्तर का चयन 
: (M.C.Q) 
उदाहरण 7 आँकड़ों 2, 9, 9, 3, 6, 9, 4 का माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन हैः 
(A) 2.23 (B) 2.57 (0 3.23 ) 357 


हेल सही उत्तर (B) है। 


जाड बन u. 
7 
n 


प्रसरण 23.33 है, तो 4, 8, 10, 1 
(0) 48.66 


M.D. ( x ) = 
2, 16, 34 का प्रसरण 


उदाहरण Y aira 
होगा, 0 सदि आंकड़ों 2, 4, 5, 6,8, 17 का प्रस 


हल (A) 23.23 (B) 25.33 (O) 46.66 
हो ला (0 है। जब प्रत्येक प्रेक्षण को 2 से गुणा कर दिया जार तो प्रसरण भी 2 सेगुणा 


विचलन ० है! दूसरे समुच्चय के# मानों 


+h, EE k का मानक विचलन हैः 
i. (CO k (D) ko 


X 
ज सही उत्तर (^) है। यदि प्रत्येक प्रेक्षण में अचर #से वृद्धि कर दी जाए तो मानक विचलन 
रहता है। 
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[15.3 प्रश्नावली 
लघु उत्तरीय प्रश्‍न (S.A.) 


1. निम्नलिखित बारंबारता बंटन का माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए। 


क 


2. निम्नलिखित बारंबारता बंटन का माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए। 


४ 112 1 í 


I A 
3. यदि # एक विषम संख्या है, तो प्रथम n प्राकृत संख्याओं का माध्य के सापेक्ष fl 
विचलन ज्ञात कीजिए। 


i विचर्ली 
4. यदि एक सम संख्या है, तो प्रथम n प्राकृत संख्याओ का माध्य के सापेक्ष माध्य विच 
ज्ञात कीजिए। i 


5. प्रथम प्राकृत संख्याओ का मानक विचलन ज्ञात कीजिए। 


6. एक टेस्ट को पूरा करने के लिए, समय के कुछ आँकडों का माध्य एवं मानक विष) 
ज्ञात किए गए, जिनके परिणाम निम्नलिखित हे: 


प्रेक्षणों की संख्या = 25, माध्य = 18.2 सैकेण्ड, मानक विचलन = 3.25 सैकेण्ड। 
तत्पश्चात्‌ 15 प्रेक्षणो 2, २, ..., ~, का दूसरा समुच्चय उपलब्ध होता है। यह भी aa 
15 15 
में है। और > x; = 279 एवं > 2 =5524 सभी 40 प्रेक्षणो पर आधारित मानक विनर) 
ज्ञात कीजिए। 
क्षणों n 
7. 7, प्रेक्षणों के समुच्चय के माध्य एवं मानक विचलन क्रमश: x एवं s हैं। जबर्कि ” 


प्रेक्षणों के एक अन्य समुच्चय के माध्य एवं मानक विचलन क्रमश: x, एवं 5; हैं। दर्शाई८ 
कि (n, + n) प्रेक्षणो के संयुक्त समुच्चय का मानक विचलन, 


SD. = oon ws 


n +n, (n, + n,)° 


10. 


u, 


12, 


13. 


14, 


l5, 


सांख्यिकी 279 


« दो समुहों, जिनमें प्रत्येक में 20 प्रेक्षण हैं, के मानक विचलन एक समान 5 हैं। प्रथम समूह 
का माध्य 17 और दूसरे समूह का मा 
समूह का मानक विचलन ज्ञात कीजिए। 


ध्य 22, है। दिए हुए दो समूहों को मिलाने पर प्राप्त 


यदि A एक धनात्मक पूर्णाक है तो A का मान ज्ञात कौजिए। 
निम्नलिखित बारंबारता बंटन के लिए मानक विचलन ज्ञात कीजिए। 


एक कक्षा में 60 विद्यार्थी हैं। एक टेस्ट में कक्षा के विद्यार्थियों म लाक 
+ = धनात्मक याकि 
निम्नलिखित बारंबारता बंटन में दर्शाया गया है। जहाँ # एक भेत पूर्णाक है। अंकों 


माध्य एवं मानक विचलन ज्ञात कीजिए। 


an life) 650 


घंटे हैं एवं मानक 
50 बल्बों के औसत कार्य अवधि (me घ च 
8 घंटे bd pe के एक दूसरे नमूने का औसत ss 660 घंटे हैं ए 
मानक विचलन 7 घंटे है। समग्र रूप से मानक विचलन हा कोजिए 
100 वस्तुओं का माध्य एवं मानक विचलन क्रमशः 50 एवं 
N कोजिए। वस्तुओं के वर्ग का योग भी ज्ञात कीजिए। 
> ओं की संख्या 
यदि s 18 A Ze- =43 और कुल वस्तु 
किसी बंटन के लिए. > (x—5)=3 > 


188, तो माध्य एवं मानक विचलन ज्ञात कौजिए। 
नीचे लिखे निम्नलिखित बारंबारता बंटन के लिए सा 


ध्य एवं प्रसरण ज्ञात कीजिए। 
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दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (L.A. 


I 
16. निम्नलिखित बारंबारता बंटन के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए 


i 


17. निम्नलिखित आंकड़ों के लिए माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए! 


बारंबारता 


भार बारंबारता 

(ग्राम में ) 

200 - 201 13 
201 - 202 27 
202 - 203 18 
203 - 204 10 
204 - 205 1 
205 - 206 


1 
उपरोक्त बंटन का प्रसरण एवं मानक विचलन ज्ञात कीजिए। र्थ í 
20. किसी समांतर श्रेणी का प्रथम पद ८ तथा सार्वअं 


के 
. अंतर 4 है। उस समांतर श्रेणी 
पदों का माध्य एवं मानक विचलन ज्ञात कीजिए। 


21. दो विद्यार्थियों रवि एवं हसीना द्वारा 10 टेस्टो में प्राप्त अंकों को नीचे दर्शाया गर्थी पी 
प्रत्येक टेस्ट 100 अंकों का हे: 


रवि 25 50 45 30 70 42 35 48 35 60 ` 
हसीना 10 70 50 20 9 55 42 @ 48 80 


कौन ज्यादा बुद्धिमान है एवं कौन ज्यादा संगत है? 


22. 


23. 
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100 प्रेक्षणों के माध्य एवं मानक विचलन क्रमशः 40 एवं 10 ज्ञात किए गए थे। यदि 
परिकलन करते समय दो Qari 3 एवं 27 को गलती से क्रमशः 30 एवं 70 ले लिया 
गया हो, तो सही मानक विचलन ज्ञात कौजिए। 

10 पाठ्यांकों (readings) का माध्य एवं प्रसरण ज्ञात करते समय एक विद्यार्थी ने सही 
पाठ्यांक 25 के स्थान पर गलती से पाठ्यांक 52 का उपयोग कर लिया। उसे माध्य एवं 
प्रसरण क्रमशः 45 एवं 16 प्राप्त हुए। सही, माध्य एवं प्रसरण ज्ञात कीजिए। 


चस्तुनिष्ठीय प्रश्‍न 
प्रश्‍न स्या 24 से 39 तक प्रत्येक के लिए दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर का चयन 
कीजिए (1.८.0). 
24. आंकडों 3, 10, 10, 4,7, 10,5 का माध्यम के सापेक्ष माध्य विचलन हैः 
(A) 2 (B) 2.57 (©) 3 (D) 3.75 
25. » प्रेक्षणो ५, ५, ..., x का उनके माध्य x के सापेक्ष माध्य विचलन हैः 
n 1 Ld i 
(७ 2-३) (8) gèk- 
n l उ 2 
(0 X'(x,- x) 0) nA (x-7) 
i=l 
26. परीक्षण के समय 5 बल्बों की कार्य अवधि (Life) घंटों में निम्न प्रकार नोट की गई: 


27. 


28, 


1357, 1090, 1666, 1494, 1623 
उनके माध्य से माध्य विचलन (घंटों में) हैः 
(A) 178 (B) 179 (©) 220 (D) 
गणित के एक टेस्ट में 9 विद्यार्थियों द्वारा प्रस्त अंक निम्नलिखित हैः 

50, 69, 20, 33, 53, 39, 40, 65, 59 

उपरोक्त के लिए माध्यिका से माध्य विचलन हैं 


(A) 9 (B) 105 (0 12.67 (D) 14.76 
आंकड़ों 6, 5, 9, 13, 12, 8, 10 का मानक विचलन हैः 

52 ë K m 
GO J> छ) ठ (© ४6 D) 6 
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29. मान लीजिए # प्रेक्षणो x, x, ५ ...... x, हैं और इनका माध्य > है। मानक विचलन 


30. 


31. 


32. 


33. 


34, 


35. 


का सूत्र है: 


(A) > G, ऋ)? (B) 220५302 


(० [e D) > += 


n 
100 प्रेक्षणों का माध्य 50 हे और मानक विचलन 5 है। सभी प्रेक्षणों के वर्गों का योग हैः 
(A) 50000 (3) 250000 (C) 252500 (0) 255000 


मान लीजिए प्रेक्षणो ८, b, c, 4, ० का माध्य # है और मानक विचलन + है, तो प्रेक्षणों ८ + # 
b+kc+kd+k,e+ ks मानक विचलन हे; 


$ 


= 


(A) s (B) ks (C) s+k (D) ķ 


मान लीजिए प्रेक्षणो a, Xo Xs का माध्य m एवं मानक विचलन है, तो प्रेक्षणों /// 
kx, key kx, kx, का मानक विचलन हे: 


S 
(A) k+s (७. > (©) ks (D) ४ 
०000-10 S a ५; = ७,+#१= 1,2, ...„, के लिए जहां! एव £ 
अचर ÈI यदि, xs के माध्य एवं मानक विचलन क्रमश: 48 एवं 12 है, s के माध्य 
मानक विचलन क्रमश: 55 एवं 15 हैं, तो । एबं के मान हैः f 
(A) /=1.25,k=-5 (By, / 1.25, =5 
(O) /5 2.5, #- - 5 (0) /< 2.5, # - 5 
प्रथम 10 प्राकृत संख्याओं के लिए मानक i 
(A) 5.5 (B) 3.87 (C) 2.97 g अळू 


संख्याओं 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 को लीजिए। यदि प्रत्येक संख्या में । जोड़ दिया जाएँ. 
तो इस प्रकार प्राप्त संख्याओं का प्रसारण है: 


(५) 6.5 (8) 2.87 (O) 3.87 (0) 82 


* प्रथम 10 धनात्मक पूर्णाकों को लीजिए। यदि हम प्रत्येक संख्या को -1 से गुणा कर दें 


और इसके बाद प्रत्येक संख्या में 1 जोड दें तो इस प्रकार प्राप्त संख्याओं का प्रसरण व 
(4) 8.25 (B) 65 (©) 3.87 (0) 28 


37. 


38. 


39, 
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निम्नलिखित जानकारी एक ऐसे नमूने के लिए है जिसका आकार 60 है: 


2, = 18000, Y x= 960 

तो प्रसरण है: 

(A) 6.63 (B) 16 (०) 22 (p) h 

दो बंटनों के विचरण गुणांक 50 एवं 60 है और उनके माध्य क्रमशः 30 एवं 25 हैं, तो 

उनके मानक विचलनों का अन्तर हैः यर 

(&) 0 (B) 1 i oe 
आं शह में परिवर्तित 

किसी तापमान आंकड़े का १८ में मानक विचलन 5 है। यदि आकड को °F में परिवर्तित कर 

दिया जाए तो, प्रसरण होगा: 

(A) 81 (B) 57 


©) 2.5 


(C) 36 (D) 25 


WT संख्या 40 से 46 तक रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 


40, 


41, 


42, 
43, 


44, 
45, 
46, 


विचरण गुणांक = —“ 100 
Ten. माध्य 


त्त बराबर है 
यदि+ के # मानों का माध्य x है, तो > (५-३) हमेशा बर 


नकी Eaa 
है। 
है परन्तु स्केल 


यदि a का मान x के अतिरिक्त कुछ भी है, तो > N 


आंकड़ों विचलन 
यदि कुछ आंकड़ों का प्रसरण 121 है, तो क का ky 
कुछ आंकड़ों का मानक क ग बिन्दु में परिवर्तन 
i | विचलनों योग हैं 
माध्य के सापेक्ष लिए गए चर के मानों के विचलनों के वर्ग का ग 
माध्यिका से मापने पर आंकड़ों का माध्य विचलन l 


माध्य के सापेक्ष में मानक विचलन, माध्य विचलन ___-----“ 


— —— ° “आह, 


16.1 समग्र अवलोकन (Overview) 


अनिश्‍चितता (Uncertainty) कौ परिमाणात्मक माप (quantitative measure) प्रायिकता की परिभाषा 
है, अर्थात्‌ वह संख्यात्मक मान, जो किसी घटना (event) के घटित (occurrence) होने के संख्या 
विश्वास की शक्ति को व्यक्त करे। किसी घटना की प्रायिकता सदैव 0 और 1 के बीच की एक सं 
होती है, जिसमें 0 और 1 दोनों सम्मिलित हैं। यदि किसी घटना की प्रायिकता | के निकट है तो 
घटित होने की सम्भावना अधिक होती है; तथा यदि घटना की प्रायिकता 0 के निकट है तो घट होती 
के घटित होने की सम्भावना कम होती है। यदि घटना घटित नहीं हो, तो उसकी प्रायिकता 0 होर 
है। यदि घटना का घटित होना निश्चित है, तो उसकी प्रायिकता । होती है। र्भ 
16.1.1 यादृच्छिक परीक्षण (Random experiment) किसी परीक्षण के यादृच्छिक होने का 
है कि परीक्षण के एक से अधिक संभव परिणाम हैं और निश्‍चित रूप से यह पूर्वानुमान (एक 
लगाना संभव नहीं है कि वह परिणाम क्या होगा। उदाहरण के लिए, एक सामान्य सिक्के के उड 
के परीक्षण में, यह पूर्वानुमान तो निश्चित रूप से लगाया जा सकता है, कि सिक्का या तो चित्‌ nead) 
होगा या पट्‌ (tail) होगा लेकिन (किन्तु) यह निश्चित रूप से ज्ञात नहीं है कि चित्‌ या पद. 
क्या होगा। i किसी पासे (die) को एक बार फेंका जाए, तो छ: संख्याओं अर्थात्‌ 1, 2 दा 
4, 5, 6 में से कोई भी एक संख्या प्राप्त हो सकती है, परन्तु यह निश्चित नहीं है कि कौन-सी संक 
प्राप्त होगी। 
(ü) परिणाम (Outcome) किसी यादृच्छिक परीक्षण के संभव फल (नतीजे) को परीक्षण 
परिणाम कहते हैं। उदाहरणार्थ किसी सिक्के को दो बार उछालने के परीक्षण के कुछ परि 
HH, HT इत्यादि हैं। A 
(1) प्रतिदर्श समष्टि (Sample Space) किसी परीक्षण के सभी संभव परिणामों के समुच्च 


उस परीक्षण का प्रतिदर्श समष्टि कहते हैं। वस्तुतः यह किसी प्रदत्त परीक्षण के लिए, प्रासंगिक 
सार्वत्रिक समुच्चय S होता है। 


किसी सिक्के को दो बार उछालने के परीक्षण का प्रतिदर्श समष्टि निम्नलिखित हैं: 
S= {HH, HT, TH, TT) नडी 
ताश के पत्तों की किसी गड्डी से एक पत्ते को निकालने के परीक्षण के लिए प्रतिदर्श समष्टि, 
के सभी पत्तों का समुच्चय है। I क 
16.1.2 घटना (Event) प्रतिदर्श समष्टि S का कोई उपसमुच्चय एक घटना होती है। उदा 
लिए, ताश की किसी गड्डी से एक इक्का (Ace) निकालने कौ घटना 
' = (पान का इवका, चिड़ी का इक्का, ईंट का इकका, हुकुम का इक्का) 
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1 सां ड 

P: 3 = के प्रकार (Types of events) 
असंभव और निश्चित घटनाएँ (Impossible and Sure Events) रिक्‍त समुच्चय 6 तथा 
प्रतिदर्श समष्टि ऽ भी घटनाओं को व्यक्त करते हैं। वस्तुतः ९ को एक असंभव घटना कहते हैं 

है और 5, अर्थात्‌, सम्पूर्ण प्रतिदर्श समष्टि को एक निश्चित घटना कहते हैं। 
सरल या प्रारम्भिक घटना (Simple or Elementary Event) यदि किसी घटना EÑ 
प्रतिदर्श समष्टि का केवल एक प्रतिदर्श बिन्दु हो, अर्थात्‌ किसी परीक्षण का केवल एक परिणाम 
हो, तो घटना को सरल या प्रारम्भिक घटने कहते हैं। दो सिक्कों को उछालनें के किसी परीक्षण 


का प्रतिदर्श समष्टि, निम्नलिखित है, 


S = (HH, HT, TH, TT} 
का अकेला परिणाम HH है, एक सरल या 


घटना E, = (HH) जिसमें प्रतिदर्श समष्टि S 
प्रारंभिक जमा है। a कौ भली भाँति फेंटी हुई गड्डी से एक पत्ता निकालनें के परीक्षण में, 
यदि कोई विशेष पत्ता, जैसे 'हुकुम की रानी' का निकालना, एक सरल घटना है। 
मिश्र घटना (Compound Event) यदि किसी घटना में एक से अधिक प्रतिदर्श बिन्दु हैं, 
इसे मिश्र घटना कहते हैं, उदाहरणार्थ, E = (HH, HT) एक मिश्र घटना है। 
हे घटना (Complementary event) किसी प्रदत्त घटना A के सापेक्ष, कौ पूरक क B: घटना 
S a a जिसमें प्रतिदर्श समष्टि के वे सभी परिणाम हों, जो A के घटित होने से संबंधित नहीं + 
प्रतीक पूरक घटना को प्रतीक ^” अथवा A से निरूपित करते हैं। इसे घटना *-नहीं' भी कहते हैं। पुनः 
P(A), A के नहीं घटनो की प्रायिकता को निरूपित करता हैं। 
A= A =S—AÀ = {w: w€ S 
A ००8) यदि ^ ती इ fy सभी अवयव होते हैं 


(iii) 


(iv) 


16, 
st. ç W B' (Event Hi 
जो , तो घटना A या 8' घटना A B समान दोनों 
कु - या में या दोनों में हों। पुनः? (AGB), ^ याह (या दोनों) के घटित होने कौ 
16. रूपित करता है। प्रतिदर्श समष्टि 
संबंधित टया A और B' (Event ‘A and B’) यदि ^ तथा B, ही वे सभी EA 
होते है, जो घटनाएँ हों, तो घटना ^ और 8' , घटना AB होती है और इसमें a होने की 
प्रायिकता A और दोनों में उभयनिष्ठ हों। पुनः,? (A 70 8) ^ और के एक साथ T 
Te पे निरूपित करता है। हि टप 
“1.6 घटना '4 किन्तु B नहीं (अन्तर 4 : B) (The Event ‘A but Pe i 
है किन E A-B एक ही समष्टि s के उन सभी अवयवों का समुच्च है, जो ^ में तो 
B में नहीं अर्थात्‌, -B= B’. v 
i. १ ABN घटनाएँ ^ तथा 
B en परस्पर अपवर्जी (Mutually exclusive) किसी प्रतिदर्श समष्टि कौ di घटना के घटित 
होर अपवजी होती हैं, यदि इनमें से किसी एक छ का घटित होना दूसरी घटना क Aq 
h अपचर्जित करता है। अतः दोनों घटनाएँ # तथा B एक साथ घटित नहीं हो सकती हैं और 
R PCANB) = 0 4 
लिए : किसी तळ. चवळ की सरल अथवा प्रारम्भिक घटनाएँ सदैव परस्पर अपवर्जी होती हें। उदाहरण 
अपवजी T पासे के फेकनने के परीक्षण की सरल घटनाएँ { 1), {2}; {3} , {4}, {5} या {6} परस्पर 
l 
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किसी पासे को एक बार फेंकने के परीक्षण पर विचार कीजिए: संख्या प्रकट 
घटना E = पासे पर एक सम संख्या प्रकट होना और घटना F = पासे पर एक विषम 

होना परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हैं, क्योंकि E c F = 0. 

टिप्पणी: किसी दिए हुए प्रतिदर्श समष्टि के लिए दो या अधिक परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हो सकती हौं ai a 
16.1.8 निःशेष घटनाएँ (Exhaustive events) :यदि BE... E, किसी प्रतिदर्श सम 

n घटनाएँ हैं और यदि 


बर v ... É, 
को निःशेष घटनाएँ कहते हैं। दूसरे शब्दों में, किसी प्रतिदर्श समष्टि $ की घटनाएँ E, E, z 
निःशेष कहलाती हैं, यदि जब कभी परीक्षण किया जाए, तो इनमें से कम से कम एक 
अवश्य ही घटित हो। 


किसी पासे को फेंकने के परीक्षण पर विचार 

घटनाओं को निम्नलिखित प्रकार परिभाषित कीजिए: 
A: 4 के बराबर या 4 से कम संख्या का प्रकट होना 
B: “4 के बराबर या 4 से अधिक संख्या का प्रकट होना” 

अब A: (1, 2, 3, 4), B = (4, 5, 6) i 
AYB={1,2,3,4,5, 6}=S 

शेष घटनाएँ कहलाती हैं। 
16.1.9 परस्पर अपवर्जी और निःशेष k. m uswa exclusive and exhatŠ 


:शेष घटनाएँ है. 
event): यदि 8,, E, ... E किसी प्रतिदर्श समष्टि $ की n घटनाएँ हैं और यदि ६,7 


É, 


m 5 6? 
कौजिए। यहाँ S = (1, 2, 3, 4, 5, 


fiv! 


प्रत्येक iz j, अर्थात्‌, ए, और E युग्मतः असंयुक्त हैं तथा 
परस्पर अपवर्जी और निःशेष घटनाएँ कहलाती हैं। 

किसी पासे को फेंकने के उदाहरण पर विचार कीजिए, 
यहाँ $= (1, 2, 3, 4, 5, 6) 
आइए हम तीन घटनाओं को निम्नलिखित प्रकार परिभाषित करें: 

A > एक पूर्ण वर्ग संख्या 

B = एक अभाज्य संख्या 

© = एक संख्या, जो 6 के बराबर या 6 से बडी है F 
अब  A={1,4} B={2,3,5},C={6} š 
नोट कीजिए कि A UB 0०९८1, 2, 3, 4, 5, 6) =S. इसलिए, A, B तथा C नि:शेष घटती 
इसके अतिरिक्त Wasa 

AAB=BAC=CAA= है 
अतः घटनाएँ युग्मतः असंयुक्त है और परस्पर अपवर्जी हैं। a Ñ £ 

प्रायिकता के पुरातन (classical) सिद्धांत का प्रयोग, उस दशा में उपयोगी 


n 
TE =S तो घटनाएँ Ep E, 
i=l 


प्रायिकता 287 


परीक्षण के परिणाम सम संभाव्य (Equally likely) हों। इस दशा में प्रायिकता निर्धारित करने के 
हम तर्क शास्त्रीय विधियों का प्रयोग कर सकते हैं। पुरातन विधि को समझने के लिए, किसी 

हैं भनत (fair) सिक्के के परीक्षण पर विचार कौजिए। इस सरोभषण मेद सम संभाव्य सारणाम 
“या तो चित्त (त) या पट (1)। जब प्रारम्भिक परिणामों को सम संभाव्य मान लेते हैं, तो हमें 
एक समान प्रायिकता का प्रतिमान प्राप्त होता है। यदि S में k प्रारम्भिक परिणाम हैं, तो प्रत्येक 


परिणाम की प्रायिकता L निर्धारित की जाती है। इसलिए तर्कशास्त्र सुझाव देते हैं कि,? (प) द्वारा 
k 


निरूपित ' चित प्रकट होने की प्रायिकता | _ 0.5 है और ?(1) दवार निरूपित, पट प्रकट होने की 
2 


Wanku > - 0.5 है। नोट कीजिए कि इनमें से प्रत्येक प्रायिकता का मान 0 तथा 1 के बीच 
है I पुन I è si 
: परी TË, अतः p (प) + P (T) = 
16.1.10 “sk कु पि (Classical definition) यदि किसी प्रतिदर्श समष्टि 
ai 'परिणाम सम संभाव्य हों तो किसी एक घटना के घटित होने की प्रायिकता निम्नलिखित 
पात के तुल्य (बराबर) होती हैः 
संख्या 
PPY” 2 जा 
प्रतिदर्श समष्टि API न्य तरीकों में से,#तरीकों से घटित 
हो मान लीजिए कि कोई घटना E, कुल n संभव सम र होने की पुरातन प्रायिकता 
निल है, तो, PŒ) द्वारा निरूपित, उस घटना yau 
खत होती हे: 
© h 
PADLA 
सा Ç निम्नलिखित होती हैं: 
तै ही (नही) द्वारा निरूपित, E के नहीं घटने की प्रायिकता त 
n—h_j—h=1-P(E) 
P (not E) = a n 


अततः 

घरना P (8) +P (फ-नही) = 1 दते हैं। 
अतत. ही को प्रतीक E q E' (8 की पूरक) ga निर्दिष्ट क" 

' proach to probability) : 


BES 

le CE)=1-P(®) ;omatic ८ 
e, दृष्टिकोण Axiomatic i) 

मान ll प्रायिकता का z ५ समष्टि S है। प्रायिकत P एक वास्तविक 


माज कि किसी यादृच्छिक परीक्षण का थात्‌ P(S), तथा परिसर T अंतराल [0, 1] 
है. फलन š लका wa sa समुच्चय है, Taki को संतुष्ट करता हैः 
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G) किसी घटना ह के लिए,? (E) 20. 
G) P(S)=1 z 
Gii) यदि E और ह परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हैं, तो P (E ७ F) = P (E) + P (F). 
अभिगृहीत (ii) से निष्कर्ष निकलता है कि, (७)२0. 


मान लीजिए कि 5 एक प्रतिदर्श समष्टि है, जिसमें प्रारंभिक परिणाम w, Ó, ..., w, अंतर्विष्ट 
(contain) है, अर्थात्‌, 2 
S= (w, W> -s W.) 
प्रायिकता की अभिगृहीती परिभाषा से यह निष्कर्ष निकलता है कि: 
() प्रत्येक ५, € ऽ के लिए,0 < ? (09) < 1 


Gi) P (४५) +P (wj) + ... + ? (४५) 5 1 
Gi) किसी घटना ^ के लिए, जिसमें प्रारम्भिक परिणाम w, अंतर्विष्ट हैं, p (A) = >> P): 
उदाहरण के लिए यदि अनभिनत सिक्का एक बार उछाला जाता है, तो 

P(H)=P(T) = n , जिससे उपर्युक्त प्रायिकता के तीनों अभिगृहीत संतुष्ट होते é! 
अब, मान लीजिए कि सिक्का अभिनत (biased) है और पट प्रकट होने की तुलना में चित प्रकट t 
की संभावना दुगुनी है, तो P (H) = Z तथा P (T) = उ ; 
H तथा T को प्रायिकताओं का यह (उपर्युक्त) निर्धारण 
परिभाषा को संतुष्ट करते हैं। 


16.1.12 सम संभाव्य परिणामों की प्रायिकता (Prob FA gome) 
मान लीजिए कि किसी परीक्षण का प्रतिदर्श समष्टि ç - री von क an 
सभी परिणामों के घटित होने की संभावना समान है, अर्थात्‌ PW, क्री 


, प्रत्येक सरल घटना के घटित 
संभावना अनिवार्यतः समान है, अर्थात्‌ सभी w,€ S के लिए, p 0५) =, जहाँ 0<7£1 


भी वैध (valid) है, क्योंकि ये अभिगृहीती 


क्योंकि X Pw) =1 
i=1 
अर्थात्‌ PTP+Tp+..+p(nsR) = 1 
1 
> np=1, अर्थात्‌ है Š 
h 


र्थ 
मान लीजिए कि प्रतिदर्श समष्टि की एक घटना ह,इस प्रकार है कि, # (5) = ” 

n (£) = m. यदि प्रत्येक परिणाम सम संभाव्य है, तो परिणामत: (allows) 

m _ £ वेफअब्रुवूफा परिणामें की संख्या 


POs , 5 qa ` बुफा संभव परिणामे को संख्या 
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16.1, 
= as प्रायिकता का योग नियम (Addition rule of probability) यदि किसी प्रतिदर्श 
S= A तथा B दो घटनाएँ हैं, तो घटनाओं A या B में से कम से कम एक घटना के घटित 


होने 
ने कौ प्रायिकता निम्नलिखित प्रकार होती ë: 
P (A U B) =P (A) + P (B)- P (A^ B) 
इसी तीन 
P “a. तीन घटनाओं A, B तथा €के लिए 
७7०० 81५05 (8) +P (B+ P(O PABP (660 52 68706) + 
1 हि ABANG 
wo SU परस्पर अपवर्जी घटनाओं के लिए योग नियम (Addition rule for mutually 
e events) यदि ^ और B असंयुक्त समुच्चय हैं, 5 j 3 
aa Y B) = P(A) + P (B) [क्योंकि P(A 00 B) = १(७) = 0, जहा A और B असंयुक्‍त है] 
(८, अपवर्जी घटनाओं के लिए योग नियम को दो से अधिक घटनाओं के लिए विस्तारित 
ह a) किया जा सकता है। 
प किए हुए उदाहरण (Solved Examples) 
उदाहरणा] एक >> में विभाजित होते हैं। ईट तथा पान के 
1 एक सामान्य ताश की गड्डी में 52 पत्ते चार वर्गों वि $ 
लाल रंग के होते हैं और चिडी तथा हुकुम के पत्ते काले रंग के होते हैं। JQ और का के 
(a) पत्ते कहलाते हैं। मान लीजिए कि, गड्डी में से हम एक पत्ता यादूच्छया i 
परीक्षण का प्रतिदर्श समष्टि कया है? 


हल चुने गए पत्ते के काले सचित्र होने के लिए घटना क्या है? 


(a) प्रतिदर्श समष्टि 
मष्टि के परिणाम गड्डी के 52 पत्ते हैं। 

शी 4 ,नीजिए कि ya पत्ता काला सचित्र पत्ता है' घटना £ हे। इस प्रकार हुकुम या चिडी 

E 1 ' गुलाम”, 'रानी', 'बादशाह', E के परिणाम हैं। प्रतीकात्मक रूप से 
Fem, [हुकुम या चिडी FJ, 0, K, } या E 
। तथ्य सान लीजिए कि पैदा होने वाले प्रत्येक बच्चे 
; (exactly) तीन बच्चों वाले एक परिवार पर 
गि समष्टि के आठ अवयवों की mim ह 
®) नीचे लिखी um व क 0. में लिखिए और उसकी प्रायिकता ज्ञात कोजिए: 

है घटना कि तत्थ्यतः एक बच्चा लड़की है। 

Gi: घटना कि कम से कम दो बच्चे लड़की है। 
हेल (Ñ घटना की एक भी बच्चा लड़की नहीं है। 


(a) Y š 
लड़का या लड़की होने की सभी संभावना नीचे व्यक्त है: 
डोळ {BBB, BBG, BGB, BGG, GBB,GBG, GGB, GGG} 


हट , Qh, Kh, JA, QA, Ka) f 
= या लड़की होना सम संभाव्य 


(a) प्न की ami से तीनों बच्चों के 
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७) 0) मान लीजिए कि 4, घटना “तथ्यत: एक बच्चा लड़की है' को निर्दिष्ट करता है, तो 
A = (BBG, BGB, GBB} i I 


अतएव, P (A) = š 
GD मान लीजिए कि B, घटना “कम से कम दो बच्चे लड़की हैं' को निर्दिष्ट करता है, तो 


B = {GGB, GBG, BGG, GGG}, अतएव, (8)- £ 
A 


अतएव, P (C) = 
उदाहरण 3 
(a) दो अंकों के कितने धन पूर्णाक संख्या 3 के गुणज हैं? 


७) यादृच्छया चुने गए एक दो अंकों | 
Pi डे गए एक दो अंकों वाले धन पर्णक का संख्या 3 के गुणज होने की प्रकि 
हल | 


£ 
8 


(a) 12,15,18,.. »99 दो अंकों 
के 30 पूर्णाक है) जो के दे धन पूर्णाक हें, जो संख्या 3 के गुणज हैं। अतः ईस शी | 
(७) 10, 11, 12, ..., 99 दो अको À 
mis z के धन पूर्णाक है क्योंकि 
से 30 पूर्णाक संख्या 3 के गुणज है, elo के 90 पूर्णाक È! "P. 
FQ प्रायिकता कि, एक य 


और प्रथम दस अंकों में से चुने गए किन्हीं भी ट cation number), अंग्रेजी वर्णमाला के 26 अ 
संभाव्य हैं, तो एक यादृच्छया चुने गए PIN में प्रतीकों 1 4 अनुक्रम है। यदि सभी PI, 
हल कोई PIN, 36 प्रतीकों (26 अक्षरों + 10 अंकों) में से वृत्ति होने की क्या प्रायिकरती 
अनुक्रम है। इस प्रकार गणना के आधारभूत सिद्धांत द्वार ti गए किन्हीं चार प्रतीकों pi a 
= 36* = 1,679,616 है जब पुनरावृत्ति की अनुमति नहीं तो „उले संख्या 36५362 
निकाला जा सकता है कि इसप्रकार के विभिन्न PINs की संछा a नियम के प्रयोग द्वारा ८ 79 


6 =1⁄47 
Š अतएव, कम से कम एक प्रतीक के पुनरावृत्ति बाले PINs की st 
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संख्या = 
अतः ए 1,679,616 1,413,720 = 2,65,896 
: एक प्रतीक के पुनरावृत्ति वाले, यादृच्छया चुने गए PIN की, प्रायिकत 


265,896 
उदाहरण 5 ai 1,679,616 a 
era परीक्षण के A, B, CIM D, चार संभव परिणाम , जो परस्पर अपवर्जी है) स्पष्ट 
कता का निम्नलिखित निर्धारण, अनुज्ञेय (permissible) क्यों नहीं हे: 
(a) P(A) = .12, P(B)=.63, P(C)= 0.45, P (D) =- 0.20 
27 P (0) = 46 


(b) P(A ~ z 45 0)» == 
A=. POI POT 0 


1583 ÈI 


(a) हम जानते हैं कि, किसी घटना A के लिए 057 (A) S1 

इसलिए P(D) = - 0.20 संभव नहीं है, 

(b) Guanine 522 aya oak 2127 
0७१७०४०९८० क * 120 * 120 * 120 7 120% 


उदाहरण यह प्रतिबंध P (S) = 1 का उल्लंघन करता है। | 

दोषपूर्ण š एक ट्रक किसी मार्ग-बाधा पर रूका, तो इस बात की प्रायिकताएँ कि, ट्रक के ब्रेक 

0.38 है या उसके टायर घिसे-पिटे हैं, क्रमशः 0.32 तथा 0.24 हैं। साथ ही, इस बात की प्रायिकता 

हैं। इस: कि यदि ट्रक उस मार्ग-बाधा पर रूकी, तो उसके ब्रेक दोषपूर्ण हैं / या उसके टायर घिसे-पिटे 

साथ न गे की प्रायिकता क्या है कि यदि ट्रक उसी मार्ग बाधा पर रूका तो उसके ब्रेक दोषपूर्ण हैं 
उसके टायर भी घिसे-पिटे हैं? .. 

तो उसके ब्रेक दोषपूर्ण हैं' को प्रकट 


हेल मान 
करता है ve कि घटना 8 'ट्रक उस मार्ग-बाधा पर रूका, š 
र घटना T इस बात को प्रकट करता है कि उसके टायर घिसे-पिटे हैं। इस प्रकार? (B) 


२0, 
23 p (T) = 0.24 तथा P (BUT) = 0.38 
और P (BUT) =P (B) + P m-P BAT 
अतः 0.38 = 0.23+0.24-7 (B T 
p (B n T) = 0.23 + 0.24- 0.38 = 0.09 
लीजिए कि इस बात कौ 


उदाहरण = 
7 कोई व्यक्ति दंतचिकित्सक के पास जाता है। मान 
ण 8 है. इस बात की प्रायिकता, कि वह एक 


श कि वह अपने दांतों 
खोखले पने दांतों की सफाई करवाएगा, 0.4 ; 
í निकलबा (Cavity) को भरवाएगा, 0.25 है, इस बात की प्रायिकता, कि वह एक दात उखडवाएगा 


स्थान ), 0.20 है, इस बात की कि वह दांतों की सफाई करवाएगा और एक खोखले 
KUU N भरवाएगा, 0.09 है, इस बात , कि वह दांतों की सफाई करवाएगा और एक 


उेखड्वाएगा, 0.12 है, इस बात की प्रायिकता, कि वह एक खोखले स्थान को भरवाएगा और एक 
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दांत उखड्वाएगा, 0.07 तथा इस बात को प्रायिकता, कि वह दांतों की सफाई करवाएगा, एक जो 
स्थान को भरवाएगा और एक दांत उखड्वाएगा 0.03 है। इस बात की प्रायिकता क्या है र्र 
दंतचिकित्सक के पास जाने वाला एक व्यक्ति इनमें से कम से कम एक (काम) करवाएगा? 


हमें दिया हुआ है कि, 
P(C) = 048, PF) = 0.25, p (E) = .20, 

P(CAE) = 0.12, P EANFP=0.0 

अब, P(CUFUE)= P (C) + P (F) + P (E) 


-P(CAF)-P (CAE)-P FAE) 
+P(CAFA E) 


m + 0.25 + 0.20 — 0.09 _ 0.12 — 0.07 + 0.03 


P(CANF) = .09, 
7 और P(CAFA E) = 0.03 


दीर्घउत्तरीय (L.A) 


निकाले समान 
एक पर्ची के निकालने की निम्नलिखित प्रायिकताएँ = कीजिए: जाने की प्रायिकता स 


(a) पर्ची नीली या सफेद हो 55 
(b) पर्ची 1, 2, 3, 4 या 5 क्रमांकित हो 

(०) पर्ची लाल या पीली हो और 1, 2, 3 या 4 क्रमांकित 

(6) पर्ची 5, 15, 25, या 35 क्रमांकित हो है 


प्र 
(e) पर्ची सफेद हो और उस पर 12 से अधिक संख्या और उस 
26 से अधिक संख्या अंकित हो। अंकित हो या पर्ची पीली हो 

हल 


(a) P (नीली या सफेद) = P (नीली) + p (सफेद) (क्यों?) 


2,0 30. 3 
80 80 80 8 
(b) P (1, 2, 3, 4 याऽ क्रमांकित पर्ची) pP 
= P (किसी भी रंग की अंक 1 वाली पर्ची) + p (किसी भी रंग की अंक 2 वाली ४१) 
+ P (किसी भी रंग की अंक 3 वाली पर्ची) + P (किसी भी रंग की अंक 4 वाली 


+ P (किसी भी रंग की अंक 5 वाली पर्ची)। 
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ME ENR. s 

80 80 80 80 850 * 80 8 4 
(०) P (लाल या पीली और 1, 2, 3 या 4 अंकित पर्ची 
=? (1, 2, 3 या 4 अंकित लाल पर्ची) + P (L 2,8 


_ 4 4 8 1 
s. $ 8 L 
à 80 80 80 10 
(१) ? (5, 15, 25 या 35 अंकित पर्ची) 
= P (5) + P (15) + P (25) + P (35) l 
= (अंक 5 वाली सफेद, लाल, पीली या नीली पर्ची) + P (अंक 15 वाली सफेद या पीली 
पर्ची) + P (अंक 25 वाली पीली पर्ची) + P (अंके 35 वाली पीली पर्ची) 
t PUNE MR 
( 80 80 80 80 80 10 
९) P (12 से अधिक अंकित सफेद पर्ची या 26 से अधिक अंकित पीलौ पर्ची) 
=? (12 से अधिक अंकित सफेद पर्ची) 
+ P (26 से अधिक अंकित पीली पची) 
_ 8 14_22_11 
80 80 80 40 
ेस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 
आ 1 से 15 तक प्रत्येक में दिए गए चार विकल्पों में से सही उत्तर caps 
हेरण 9 किसी लीप वर्ष (Leap year) में 53 रविवार या 53 सोमवार 
aj = 3 
व ) उ (B) उ 
2 A उत्तर (B) है। क्योंकि किसी 
न होते हैं ये 2 दिन SM, MT, TW, 


) 
या 4 अंकित पीली पर्ची) 


4 > 
O7 क 
होते हैं और इसलिए 52 सप्ताह और 


लीप वर्ष में 366 दिन हे 
sis हो सकते P! 


WTh, THF, FSt, 


जतः P (53 रविवार सोमबार) : 
; र छ omae 
वार या 5 7 अंकों की संख्याएँ बनाई जाती हैं। इन 


when 10: अंक 0, 2, 4, 6, 8 का प्रयोग करके बात की क्या प्रायिकता है कि चुनी गई इस 


ख्थाओं में से एक संख्या यादृच्छया xi जाती है। इस 


Fer के तीनों अंक एक ही (same) ? e 
1 16 ol कड़े 
(A) r. (B) 55 645 


1 
(D) > 
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हल (D) सही उत्तर है। क्योंकि एक तीन अंकों की संख्या 0 से प्रारंभ 
के स्थान पर 0 के अतिरिक्‍त शेष कोई भी 4 अंक हो सकते 
सभी 5 अंक हो सकते हैं। अत: तीन अंकों की 
इस प्रकार की तीन अंकों की कुल संभव संख्या 


q नहीं हो सकती, इसलिए सैकडे 
कते हैं। अब दहाई तथा इकाई के स्थान के 
कुल संभव संख्याएँ 4 > 5 x 5, अर्थात्‌ 100 है 

, जिनके तीनों अंक एक ही हों = 4 


अतः? अंकों की संख्याएँ जिनके तीनों अंक एक ही fl 


100 25: 
उदाहरणा 11 किसी चेश बोर्ड (Chesas board) के तीन वर्ग यादृच्छया चुने जाते हैं। दो वर्गों के एक 
ही रंग के तथा तीसरे वर्ग के पृथक (भिन्न) रंग के होने की प्रायिकता है 


16 8 3 3 

४) त्र (B) प्र (©) 32 (D) ç 
हल (^) सही उत्तर है। किसी चेश बोर्ड में 64 वर्ग होते हैं जिनमें से 32 सफ़ेद रंग के तथा 32 j 
रंग के होते हैं। दो वर्ग एक रंग के तथा तीसरा पृथक्‌ रंग का होने के लिए 2W, 18 या 1W x. 
हो सकता है। ऐसा होने के EC, x C) » 2 तरीके हैं और साथ ही कोई भी तन वर्ग चुनने के ° 
तरीके हैं। 


32 C 32 C 
अतः अभीष्ट प्रायिकता = --_*> C x2 _ 16 I 
हू 21 


Q | ७ 
a4, 
>| 


^ B की प्रायिकता है: 


1 2 
A) 5 (B) उ (0 2 


हल (C) सही उत्तर है। हमें ज्ञात है कि PAUB)= 
1 
= P(A U (B-A))= 2 


1 क्योंकि 
= कक ?(B- ^) = 7 (फ्यॉकि तथा 5 - 4 परस्पर अपव है) 


1 
= गिव + PB-A 
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2 i 
Z les = 2 =e 
3 + ? (8 - 8) ८ > 


1 


> P(B-A)= < 


(क्योंकि A n B=B- A) 


शीर्षों में से तीन शीर्षों को यादृच्छया 
]) होने की प्रायिकता क्‍या है? 


उदाहरण 13 किसी सम षड्भुज (regular hexagon) के छः श 
चुना जाता है। इन शौर्षो से बने त्रिभुज के समभुज (equilatera 


3 3 K D 1 
व्र 10 ® क्र (6703 022 30 
हेल (D) सही उत्तर है। हि 
F B 
E C 
D 


i ; आकृति 16.1 š तोन शीषं 
ABCDEF एक सम waqa है। fopi की कुल संख्या “C, = 20 है भ कोई भी 
नहीं हैं,) इन त्रिभुजं में से केवल A ACE; A BDF ही समबाहु ६ 
अतः अभीष्ट प्रायिकता = 2-5 
3P उदाहरण 14 यदि A. B. C किसी परीक्षण की तीन परस्पर अपवर्जी और A 
3P(A) = 2P(B) = PO, तो P(A) निम्नलिखित में से किसके तुल्य ( i 


5 ba 
l 2 e=. D 


q घटनाएँ इस प्रकार Š कि 


2 
हेल = p परिणामतः p (A)= 5. 
(B) सही उत्तर है। मान लीजिए कि 3? (^) = 20) 7 (0) = p परिणामत: p (^) = ५ 


P B = p 
(= 5 और P(C) = p 


अव, क्यों नेर निःशेष घटनाएँ हं. इसलिए 
' क्योंकि A, B, C परस्पर अपवर्जी और विशेष AA. 
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P(A) + P(B) + PO) = 1 


6 

6 a Ë upas — 

= 3 + Pi p= 1 = p= il 
p __2 

अत: P(A) = 3 “11 


उदाहरण 15 समुच्चय A = (1, 2, 3, ..., #} से स्वयं (4 में) सभी फलनों में से एक फलन qgar 


चुना जाता है। चयनित (चुने 
Qy — 


n 
(D) 


गए) फलन के एकैकी (one to one) होने की प्रायिकता है। 


n—1 


(B) (©) 


=l 
n" 


इनमें से कोई भी नहीं है। 
हल (C) सही उत्तर है। n अवयव वाले 
एकैकी फलन के लिए 4 के प्रथम अवयव के लिए स्वयंम्‌ में कोई भी n प्रतिबिंब हो सकते हैं! “ 
के ट्वितीय अवयव के लिए शेष (बचे हुए) (४-1) प्रतिबिंब हो सकते हे इसी प्रकार से गणना q gt 


पर ^ के #-वें (४०) अवयव का केवल 1 प्रतिबिंब होगा। इसलिए एकैकी फलनों की कुल सं 
|॥ होगी। 


समुच्चय A से स्वयंम्‌ में कुल फलनों की संख्या 77 हैं. 


n—1 


n nn-1 
अत: अभीष्ट प्रायिकता s aTe स है। 


nn”! 
16.3 प्रश्‍नावली 


लघुउत्तरीय प्रश्‍न (S.A.) 
1. यदि शब्द ALGORITHM के अक्षरों को एक पंक्ति में 
GOR अक्षरों के एक इकाई के रूप में 
2. छः नए कर्मचारियों में, जिनमें से दो दूसरे से विवाहित हैं, एक पित में लगे छः 
CE डेस्कों का कर्मचारियों , एक पंक्ति में ल z 
को बांट देना है। यदि स्का का कर्मचारियों में यह आबंटन यादृच्छया किया गया हो, तो पं ? 
बात की प्रायिकता क्या है कि विवाहित जोड़े को संलग्न ( अगल-बगल) डेस्क नहीं ye 
[संकेत जोड़े को संलग्न डेस्कें मिलने की प्रायिकता पहले जात कीजिए और तब इसे | से घंटा वीरि 
. मान लीजिए कि 1 से 1000 तक के पूर्णाकों में से एक पूर्णाक यादृच्छया चुना जाता है, । 
इस पूर्णांक के संख्या 2 का गुणज या संख्या 9 का गुणज होने की प्रायिकता ज्ञात 
सी परीक्षण में एक पासे को तब तक फेंकते रहते हैं, जब तक संख्या 2 प्राप्त नहीं हो जाती 
(i; प्रतिदर्श समष्टि के कितने अवयव, पासे के #" 
घटना के संगत हैं? 


4. 


बार फेंकने पर संख्या ° के प्राप्त होते 


10, 


- यदि A तथा परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हैं, 


* किसी विद्यालय की क्रिकेट टीम को प्रशिक्षित = i छ से दुगुनी हैं त 
त 
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Gü) प्रतिदर्श समष्टि के कितने अवयव, पासे के £" बार फेंकने के पश्चात्‌ संख्या 2 के नहीं 


प्राप्त होने की घटना के, संगत हैं? 
[संकेतः (a) पहले (k — 1) बार फेंकने पर प्रत्येक के 5 परिणाम होंगे और kt" बार फेंकने पर 1 


. एक विशाल महानगरीय क्षेत्र में किसी परिवार (सर्वे के लिए यादृच्छया चुने गए) के पास एक 


रंगीन टेलीविजन सेट एक काला-सफेद (Black and 
के सेरों के होनें की प्रायिकता क्रमशः 0.87, -36 या 30 y 


से कोई दोनों होने की क्‍या प्रायिकता है? 
है पछ आ दोगे ही रए के हे इस प्रकार हैं कि? (A) = 0.35 तथा P (B) = 0.45 


तो निम्नलिखित ज्ञात कीजिए; 
(a) P (&) ७) P 0) (07(७०४) (6) P (An 8) 
रा Fo orei n अंतरंग अध्ययन (internship) के 


0.15, 0.20, 0.31, 0.26 या 0.08 
प्रायिकताएँ ज्ञात कीजिए: 

(a) जटिल या अति जटिल 

(७) न तो अति जटिल और न ही अति सरल 

(०) सामान्य या जटिल 

(0) सामान्य या सरल लिए चार प्रत्याशियों A, B, C तथा D 


ने आवेदन किया है। यदि # के चुनें जानें की सा 

हैं के चुनें स 
जाने की सम्भावनाएं लगभग समान जबकि C के चुनें जाने की 
इस बात की प्रायिकता क्या है कि, 
(a) € चुना जाएगा? dat 
(b) A नहीं चुना जाएगा? आती की पदोन्नति आगामी माह (काज 
जॉन, रीता, असलम या गुरप्रीत चारों ape रना है। इस प्रकार 


फलस्वरूप, प्रतिदर्श समष्टि चार सरल रप उन्नति, असलम की उन्नति, गुरप्रीत की उन्नति 
S = {जॉन की उन्नति (promoted), रीता कीं संभवना गुरप्रीत के समान है, रीता कौ 
वाळ बताया जाता है वित दुगुनी है। असलम की संभावन जॉन से चार गुनी (चौगुनी) है। 
न्नति की संभावना जॉन से ST 


(a) ज्ञात कीजिए; P (जॉन उन्नति) 
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P (रीता उन्नति) 
P (असलम 
P (गुरप्रीत उन्नति) 
(b) यदि & = (जॉन उन्नति या गुरप्रीत उन्नति), तो p (A) ज्ञात कीजिए। 
l “š ही विवि 
11. संलग्न वेन आरेख 4, B, और C तीन घटनाओं को प्रदर्शित करता है और साथ 


सर्वनिष्ठों की प्रायिकताओं को भी प्रकट करता है (उदाहरण! (A nB)=.07)! 
को ज्ञात कीजिए; 


(a) P(A) 
७) P(BAT) 
(0 P(AUB) 


दीर्घउत्तरीय प्रशन (LA) आकृति 162 पर्ण 
गट. (किसी ar ° : दो काले (चिहित B तथा B.) और एक सफेद गेंद है। दूसरे कलश ad 

काला Ka दो सफेद गेंद (चिहित ५७1 तथा w | हे] मान लीजिए कि निम्नलिखित १ 

si) १ Š! दोनों कलशों मे से एक को यादृच्छया चुना जाता हैं तदनन्तर (उसके बाद) A 

र से एक गेंद को यादृच्छवा निकाला ( है।इस द 
f as है। इसके उपरान्त पहले 

AIER इ बिना, इसी पाता ५ स एक दूसरा गेंद यादृच्छया निकाला जाता हैं 

Ce) अभी wm yaa प्रदर्शित करने चाला प्रतिदर्श समष्टि लिखिए। 

(b) दो काले गेंदों के चुने जाने की प्रायिकता क्या है? 

(c) विपरीत रंगों के दो गेंदों के 5+ ता क्या है? £ 
13. एक थैले में 8 लाल तथा 5 सफेद को गेंदे है गेंदों i जाता है। ° 

बात को प्रायिकता ज्ञात कोजिए कि, शीन गेंदों को “नळ्या निकाला जा 

(a) सभी तीनों गेंदें सफेद रंग की हैं 

(b) सभी तीनों गेंदें लाल रंग की ŽI 

c) एक गेंद लालरंग को हे और दो गेंदे ग की हैं 
14, sd शब्द ASSASSINATION के अको को की sys, 0) किया जाः 

तो इस बात की प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि, स 

(4) बनने वाले शब्द में चारो ७ लगातार हों। 

(७) Àr और दो \' एक साथ हों। 

(.) सभी 4 एक साथ नहीं हो 

(d) कोई भी दो ^ एक साथ नहीं हा 
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15. ताश के 52 पत्तों की किसी गड्डी से एक पत्ता निकाला जाता है। निकाले गए पत्ते की एक 
बादशाह होने की या एक पान का पत्ता होने की या एक लाल रंग का पत्ता होने की प्रायिकता 
i6 ज्ञात कौजिए। 
` T प्रतिदर्श समष्टि में 9 सरल परिणाम ८,, ९ = ९9 हैं, जिनकी प्रायिकताएँ नीचे दी हुई हैं: 
Saat» क तई P(e) = (९७3 
जात रीळ कि हे P(e) = P(e) = -07 
ए कि, A = (ep ९, Esh B = (०५ ९ € ९५) 
(a) P (A), P (B), और ? (A o B) की गणना कीजिए। 
(b) प्रायिकता के योग नियम का प्रयोग करके, P (^ 8) की गणना कौजिए। 
(०) घटना A U B की रचना (composition) की सूची बताइए और प्रारम्भिक परिणामों की 
प्रायिकताओं को जोड़कर, P (^ ७ B) की गणता कौजिए। 
(d) PB) के माने से? (3) की गणना कीजिए साथ ही सीधे B के प्रारम्भिक 
10: नालाः P (B) की गणना कीजिए। 
[लिखित घटनाओं में से प्रत्येक की प्रायिकता p जात कीजिए: ; 
(a) किसी अनभिनत (unbiased, fair) पासे को एक बार पर एक विपम संख्या का 
प्राप्त होना। > faa प्रकट होना। 
(b) किसी अनभिनत सिकके को दो बार उछालने पर कम से कम एक क 
(०) ताश के 52 पत्तों की भली-भाँति फेंटी हुई किसी > गड्डी से एक 
पर एक बादशाह, पान का 9 या हुकुम का > प्राप्त होना। ar का योगफल 
(१) अनभिनत पासों के किसी जोडे Lm बार फेंकने पर प्राप्त संख्यां का योगफल 6 


रम्भिक परिणामों से 


होना। 
me प्रश्‍न ८.0): 
न संख्या 18 से 29 तक sss में दिए चार विकल्या से सही उतर ब mee 
» सोप वर्ष के अतिरिक्त किसी अन्य वर्ष में 53 सोत त 1 २०००० है 
3 इनमें से कोई नहीं है! 
(a) 1 m छ.क j 
19 "i 7 > — जाती हैं। संख्याओं के PT 
* 1 से 20 तक की संख्याओं में से तीन संख्या चुनी जा 
(Consecutive) नहीं होने की प्रायिकता हैः 18 
188 = 
(A) 186 (B) 187 (© 190 (D) कट. है a 
190 190 क चत्ते संयोगवश गिर जाते हैं। गिरे हुए पत्तो 


0 
` ताश के 52 पत्तों की किसी गड्डी को फॅट ज्ञात कीजिए: 
aka). विनाश के हते कौ वी ज्ञात कीजिए 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


A 


27, 


N 


28. 


(A) 04 (B) 0.8 (O) 


29 1 26 27 
(१9 z (७) ~ (७) 1 (D) xr 
सात व्यक्तियों को एक पंक्ति में बैठना है। दो विशेष व्यक्तियों के एक दूसरे के अगल-बर्गल 
बैठने की प्रायिकता निम्नलिखित में कौन सी है: के 
७) š (®) ठ o 2 
3 6 (७३ (D) > 
अंकों 0, 2, 3, 5 से, बिना पुनरावृत्ति किए, चार अंकों की संख्याएँ जाती हैं। इस प्रकार 
बनी संख्या के 5 से भाज्य होने की प्रायिकता है; bi 
1 4 
A) > = o4 5 
(A) 5 (B) 5 (C) 30 (D) T 


यदि घटनाएँ ^ तथा B परस्पर अपवर्जी हैं, तो 
(A) P(A)<P (B) 


(B) P(A)>P (B) 
(C) P(A)<P (B) 


a A (D) इनमें से कोई नहीं है 
किन्हीं दो घटनाओं A तथा p के लिए, यदि p (AGB)=P(A ० 8), तो 
x. f (A) =P (B) (B) P(A)> P (B) 
6 or D Ñ apea न i 
च ग्या में हैं 
(together) बैठने की प्रायिकता ग ma बैठते | सभी लड़कियों के एक i 
1 12 | 
"q 2 | 
ए (B) 431 © = (D) इनमें से कोई 7 
'PROBABILITY' शब्द से " 
byas एक अक्षर यादृच्छया ST जाता है। इस अक्षर के एक स्वर 
A < B) स. z 
3 (B) (C) I (D) a 
यदि किसी परीक्षा में 4 के असफल होने को r ý 


की प्रायिकता 0.3 है, या तो « या p के असफल न a E है, जबकि छ के असफल 


(A) >.5 (8) 5 (2) 


में Si l D) 0 
घटनाओं A तथा B Š से कम से कम किसी एक के Ta < I . किक री 
BÈ एक साथ घटित होनें कौ प्रायिकता 0.2 है, तो? (» )+४ (5) है 


(0) 1.6 
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9. यदि M तथा N कोई दो घटनाएँ हैं, तो इनमें से कम से कम किसी एक के घटित होने की 
प्रायिकता हे: 
(A) P(M) +7(00)-27 (७010. (B 700)+7 00) -7 (MON 
m (0) 70७) +7 (५) + 7 (४८४0. (0) PMT 00) + 20 (M NN) 
इए कि प्रश्‍न 30 से 36 तक दिए हुए कथनों में से कौन-सा कथन सत्त है और कौन सा कथन 
असत्य है? 
3 PE s 
0. किसी चिड़ियाघर घूमने वाले एक व्यक्ति द्वारा जिराफ को देखने की प्रायिकता 0.72 है, भालू 
के को देखने कौ प्रायिकता 0.84 है तथा दोनों को ही देखने की प्रायिकता 0.52 हैं। 
1. किसी विद्यार्थी द्वारा परीक्षा उत्तीर्ण करने की प्रायिकता 0.73 है, विद्यार्थी के पूरक परीक्षा 
(Compartment) देने कौ प्रायिकता 0.13 है तथा विद्यार्थी के या तो उत्तीर्ण होने की या पूरक 
m परीक्षा देनें की प्रायिकता 0.96 है। के 
* एक टाईपिस्ट द्वारा किसी रिपोर्ट को टाइप के मो ७23 4 tal = 1 गलतियाँ 
P (ब्रुटियाँ) करने कौ प्रायिकताएँ क्रमशः 0.12, 0:25, 036, 0.14, 0.08 तथा 0.11 है! 
3. किसी इंजीनियरी कॉलेज में प्रवेश चाहने वाले A तथा B दो प्रवेशार्थी हैं। यदि = yH 
प्रायिकता 0.5 है और ^ तथा B दोनों के ही चग 7 अधिकतम प्राविकता ७ » 
यह सम्भव हे कि 3 के चयन की प्रायिकता 0.7 7 
प्रायिकता से सदैव कम 
34. ^ और ए दो घटनाओं के सर्वनिष्ठ की प्रायिकता, घटना ^ के अनुकूल 7 
35 या उसके बराबर होती है। 
« किसी घटना A के घटित होने की प्रायिकता 0.7 है bs एक 
प्रायिकता 0.3 है तथा दोनों के घटित होने की प्रायकिता 0 ओं 
| द्‌ (| i - की प्रायिकता 
36, दो विद्यार्थियों की अपनी अन्तिम परीक्षाओं में श्रेष्ठता (distinction) प्राप्त करने 
का योगफल 1.2 है। 
प्रश्‍न संख्याओं 37 से 41 में रिक्त स्थानों की प्ति कीजिए खेल के 
37 जीतनें की प्रायिकता 0.7 है, 
- आगामी फुटबाल के खेल में मेजबान टीम के जीते कौ शिकतात ài 
पर छूटने (tie) की प्रायिकता 0.08 है तथा टीम और P(e 
38 दार प्ररे गज 7 
: यदि ८, ८, ८, ८, किसी प्रतिदर्श समष्टि कै, है| 
P(e.) = .5, P (e) = -1, तो e, की प्रायिकता E 
39. आन . 5 6] और (1.35 वे E 
लीजिए कि 5 = (1, 2 ॐ ॐ ¬ सम्बंधित), दो घटनाएँ इस प्रकार हैं कि 


40. यदि & तथा B, किसी यादृच्छिक परीक्षण से pe EBB ड 
P (A) = 0.3, P (B) = 0.2 तथा? (A © B) =0.1 


घटना 3 के घटित होने की 


)= 1. 
न्तत 


) का मान 
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41. 


42. 


43. 


किसी घटना ^ के घटित होनें की प्रायिकता 0.5 है तथा घटना B के घटित होने की प्रायिकता 
0.3 है। यदि A और B परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हैं, तो न तो ^ और B की प्रायिकता 
है। 
C > अन्तर्गत नीचे प्रायिकता 
स्तम्भ ©, के अन्तर्गत (नीचे) प्रस्तावित प्रायिकता का स्तम्भ 


म्भ C, के अंतर्गत उपयुक्‍त/समुचित 
(appropriate) लिखित वर्णन से मिलान (match) कोजिए 


C, C, 
प्रायिकता लिखित वर्णन 
(४) 0.95 G) एक गलत निर्धारण करना 
(b) 0.02 01) घटित होने की कोई सम्भावना नहीं होना। 
(०) -0.3 G) घटित होने की सम्भावना नहीं होने के बराबर! 
(d) 0.5 (४) घटित होने की सम्भव बहुत होना। 
(e) 0 ( 


(४) घटित होने की सम्भावना बहुत कम होना। 
निम्नलिखित का सही मिलान कीजिए: 


(a) यदि E, और ह, दो परस्पर अपवर्जी 


G) E fy E, = E, 
घटनाएँ हैं 
(b) यदि E, और ह, परस्पर 0) (E-E) O Œ, 0. 8.) 5 E, 
अपवर्जी तथा निःशेष घटनाएँ हैं I 
(c) यदि E, और E, के परिणाम उभयनिष्ठ 


हों, तो 
(d) यदि E और E, 
दो घटनाएँ इस प्रकार Š कि E = E, 


Gü) E nE, = 0, E UE, =S 


(iv) EA E= 0 


—— F s. o वि य 


13. 
24. 
28. 
30. 


38. 
46. 


- © {4,8,12} Gp {1789 


* G) (4,5,6, ...10) ®© {5} 


(i) {LP} 


EE G) (01) 
* 0) (0,-1, 1) (i) 5) (ii) {- २5,-४०2,४2, ४5) 
{1, 3 298, 23, .. 2771 (27 ai 
* 0) सत्य (0) असत्य i 6५) सत्य 
60) (1.49 16, 25, 36, 49, 64,81,} 


(i) (2, 4, 6, 8, ... 98} 
७ 87१7) ( (०५2२ 


g 1,236 5) 


T= 10 
सत्य ज असत्य , DN 16. सत्य eT sA 
G)2 6) 3 336०१ 25: क, - 265: 27. : 1. 
RE. B 31.0 
B ५ है 42१९५ 

आ< के... वता e c अ. टोकन 
49.10 1,234 ४6 9) 


C 39. ८ 
n (B)47. AN 


40. A : 
B’ 48.1% (11 {2}, U, 2) 
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ह "p š (b) 
50. (D415.9.10) (i) {1,2,3, 5, 6,7,9, 10} Slr 70287 Sr (i) 


(ii) (c) (iii) — (a) (iv) (H (v) €>(१) (vi) o (९) 53. सत्य 54. असत्य 
55. सत्य 56. सत्य 57. सत्य 58. असत्य 


"OTD CD 3,13) 
G) (6, 1) 6, 2, 0, 9, 6,-0, 8.2), 8.3) 
Gi) ((1, 1), (1, 3), (3, 1), (3, 3)} 
A CL C13) (2,3) 0,2) (2 3), (3, -1), (3, 2), (3, 3) 

2. 100, 1), (0, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)) 

3. 0) 10.3),G(,3) | 
Gi) 1(0, 2), (0, 3), (0, 4) (0, 5), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1,5)) 


11 à 
4. ऐ) e= beg () a=0 और ७=_2 


5. 0) (60, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1) ) 


Gi) ((1, 1), (1, 2), (1,3),2, 1), (2, 2), (5, 1)) 
(GB) ( (4, 5), (5, 4), (5, 5)} 


* ह का प्रांत = (0, 3, 4, 5) = का परिसर 


* हि का प्रांत = [-5, 5 ] और R, का परिसर _ F3, 17] 
* R,= ((0, 8), (8, 0) (0-8), (- 8, 0)} 
` RA प्रांत = और RA परिसर RU {0} g 
* O ॥ एक फलन नहीं है। (४) / एक फलन है। Gii) g एक फलन है। (४) 3 एक 
है। (v); एक अचर फलन हे| 

1364 4 
H. (a) 6 ७) 4 O53 oa €) 1+5 12, 4 (b) x7 
- (i) (rr कक 0) (-8 x = 2x — x2 


Gü) (fg)x=26 2 + 1 Gv) P x= r s. 


4 
14. © f=(C1,0) (0, 1), G, 28), (7, 344), (9, 730)} 15. x=-1,3 


16. 


18. 


24. 
32. 


17. 


26. 


30. 
39, 
48. 


S7: 


64. 
70. 


76. 


उत्तरमाला 
हाँ, 2, 8-1 17. R- [शाग : nez} (017 (ii) R 
GVR - (-1, 1) (४ R- टी 
G [ 2 e) (Cel (1) [0 , °) Gv) [-> 4] 


-2x , —3<x<—2 


9 pays 


७) (9 55 5 (i) | L ) F 22. /का प्रांत 
28. B 30, & 31. C 


७ ऑर 4 , वरकड L QUEDA K+] ह) ४४ ८२ 


5, ०) और / का परिसर = R° 


2 
D 27. C ह 
25. D 26.8 2 c 36. (2, 3, 4, 5}37.(a) © Gii) (b) <> (iv) 


ए उक A अक हि. Se 0. सत्य 41. असत्य 42. सत्य 


(८) <> (9 (८) «> ( ama सत्य 


3.3 प्रशतावली 
7m 
oa SON t — 
रह न 8 pea 15.0 = n + D4 16.9 = 2! A 
i आढ. क 2338-14 1 । 
— MNES 
7 % 24 MR 22.1 25 A 2 Z 
विजि ड 8 19.27 ६? 4 2 
उ 27. nt £ म 28. Lt A 29. 0= 2 4 o s 
2 l s शक? र 
८ 31.9 32. 0 3 c 34B 35 c3 $ F 
e E मे D É: ८ ह 
Ë: C B 52.0 टी 
c 49. ७ 50. C 51 > j oa = 
B56 59. D 60.1 हा. दु 2९00 4 
B पु भृ 
सत्य 69. असत्य 
2 NES शा [3,3] हा. 2 68. सत्य जी 
के 73. सत्य 74 सत्य 


असत्य 71. सत्य 72. N 
"n (iii) 
(a) eiv) (b) e 0) (० «२ 0) (8 
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n(n+1 
1. P@):2n < Zh 2. PGD rl 23403 z फस Mery 26. A 27. B 


28. A 29. 4 30. असत्य 


F. G. ॐ काऊ. (0, -2) 4. : 
à 10 2 E Bri 
12. 32 13. 1:3 14. [कण 15. 1 18. 0 21. 21५7, ८४८ 


p JZ उ... Sy E 
22, -2i 23, [अ isi 2) 25. (0) [० +b | 


i +z) (ii) -15 
a E 
G -2 (७0.९) <: (४) Z ido (vii) 6 और 0 (ix) एक वृत्त 
26. Ò F G) F Gip Tv) T 
a) (५), (b) «> (iii), 
(०) (ii), Deo (vi), (8) «> 

-2 11 नहीं (a? +1) 2n 
28. 25 (23 29. नहीं 30, Aani 31. ०243 +2/ 32.1 33. 


MT (vi) T 


© «> 0), (dj @ (9५), 
(था) और he (vii) 


34. वास्तविक अक्ष 35, p 36. C js. B 38. A 
41. A 42. 8 43. 9 44 D 45. छ 46. B 47. ८ 48. C 
49, C 50. & 


1. i< SSL 2. [01] ७४ [34] 3. qos, DUES Buji =) 4 I-4,-2]U[2,6 


5. 2] 6कोई हल नहीं 7, 2000 से अधिक g 7.77 और 8.77 के बीच 
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10. 104 °F और 113 "एके बीच 


9. 230 लिटर से अधिक परन्तु 920 लिटर से कम 
13. कोई हल नहीं 


ll. 41cm. 12.81 और 10 km के बीच 
14. x+y<20, 3x+2y<48, x20, y20 
15. X+y<8, x+y24, £25. yS5, x20, y2 0 17. कोई हल नहीं 
l. c wë 2.A aB IDM C 25.B 26; À 
27. D 28. छ 2.A 30. 8 31. QF Gi) F (i) T (iv) F 
(७ T (लो ODT (ü) F T OF GOT DE (UDF 
GT ONT Os 2 WD? 00% , > 
(vi) > (श)<, > (शा) <- 


6. 3960 7. 4,68000 
16. 192 


1. 1440 2,481 3.780 4 144 5 22 


8. 200 9,"?C,g(r-2)!3! 10. 14400 11. 112 


हि 2.(a) 11९: 
17. 190 18. 8400 19.3 20.11 21. (600 224 ) 
24. 220C, x 20C) 


15. r=3 


(b) 6C, x sC, 


(०) 6C, + 5C, 23. 0) 14C, (i 14C, 18 C 29. 8 30. C 
25. G) 21, Gü) 441 Gii) 91 26. A 27. B ' p 37. 38. C 
SL A a B 380 0 34 Bo te 36 a. Wasp) 
३9,5 ॐ ह dk sel “Y न 
46, 5" 47. 18 48,35 49. 7800 50. ह आल्य न्न असत्य 
53. असत्य 54. सत्य 55. सत्य 56. सत्य 57 सत्य 58. असत्य ५ २2३ 
60. ७) ७ (0. छ oG. © © नक. 
61. (a) e Gi) b) e © (o r (0) e (0) 
62. @) e v) (D) e (1) DP 
63. (2) «० () (0) ° (1) @ 5 
64, (a) «> (ii) 6) e 0) (9३८ 

3, -19 4. -3003 (37) (2 ) 
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5 
9 न 
5. (i) -252 G e ; F 6. -252 7.-1365 g. 252y2x3 
9; = 6 11. 990 12. p=+2 14, n = 9 
17 Cc 
17. s 18. (C) 19. (A) 20. (C) 
21. (D) 22. (B) 23. (B) 24. (C) 
1+1)(n+ 
25. Ig; 26. (7 P. i 2) 27 te 28. # = 12 
1120 |, 
29. "उ ०५ WC asb अत. 1 32. तीसरा पद 
33. 12 34. F 35. T 36. F 
37, F 38.T ` 39. F 40. F 
2.1400₹. 38080 रु, 83520रु 512 दिन 6, 3420० 7 D 8. 2480 m 
“8 
हि न z 725 š 11 < An? + 922 1 6n (ii) 4960 12. T= 6/ _ 1 17.D 18. C 
. 21. C 23. 24. 8 25.D 26. 8 
a b 
27 क 28. प्रथम पद + अंतिम पद्‌ 29, 45 30.F 31. T 


32. T 3.F 3 


4. F ३5९) «ता b i ii 
36. () 5) ७ < 0 G GD aZ, €> () (०) e (ii) 


79 >२(8५-2+./6 =0 


-8 
10. 8° 5) + 60 = 0 11. J3x+y 7 


उत्तरमाला 
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E 
12. x-7 -12=0 13. (दु 14. 0.1) 15. 15° or 75° 17. 9x — 20y + 96 = 0 
: 5 

18. 30:-47ए+6-0 और 45-39+150 20. (0,2+ 7 ) 22. & 
23,4 98, B B HC HD NA 29. A 
WA ठह ap उक HC, 35 IEP 
37. B उह रा amp बह बी Ee 
43. ++y+1=0 44. 3x—y— 7 = 0, x+ 39-90 45. विपरीत दिशाएं 
46. 1302 +५२) - 83४+ 64५+ 18250 4. 42 y =P. (होन) 48, सत्य 
49. असत्य 50. असत्य 51. सत्य 52. सत्य 53. सत्य 54. Rs 
55. असत्य ` 56. असत्य 57. (a) «> (00) ९? OT (©) < 

i 1 
38. (2) «> (iv) (b) e Gii) (©) e 0), (0588 ४: 
59 (©) e (iv), (d) «> (i) 


11, 


14, 


19, 


23. 
25, 


* (a) «> (iii) (b) e (i) 


2 
4 


X+ y — 2x + 4y — 20 = 0 


6.0 + y2+ 4x + Ay + 4 = 0 


9. k+8 


> 12.उत्केन्द्रता = $ और नाभियाँ (4, 0) तथा 


(-4, 0) š ह 


44 0059 ç a+ 8) = 32 


2 2 
x 4y 15. 18 16.(2 4), (2 4) 17. sin20 


m=1 20.0 — y? = 32 


x+ -20+क 2y = 47 
(४- 3): +. (y + 1) = 38 


RE] 


x pa 4 
22. 4 5 9 


ery 10/+ 25 5 0 
x+y — 18x — 16y + 120 = 0 
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2 -89 
27. 14)7-8-69516-0 23० ही 3० Ix—36, pje=32-8 
(c)4x' + dxy +y? + 45 + 32y +16 =0 29, 321 47 - 36x = 0 


: ॐ 
30. 9 +5y'=180 32.8) 15.0 _ y? = 15 (b) 9% - 7)? + 343 = 0, (०) कसन 
33. असत्य 34. असत्य 35. असत्य 36. असत्य 37, सत्य 38. असत्य 


0 
39. सत्य 40. सत्य 41.४ + + 4)? = p 


2y 
72 -- 46x + 2 
13 ) 42.07 +y 2. 


4y2 “0 
43. 6+2/5,2/5 44 —+— | 45.40 + 40५ + y? + 4x + 32y + 16 


2 


2 
46 ल और (0, + 10) 47. (©) 48. (C) 


49. (C) 50. (C) 
51, A 52.8 53, A 54A 


A 
57. C 58. A 59. 


आठवाँ अष्टांशक (viii) छठवाँ 0) 

१ 0. ७). (0,3.0), (0,0 7) (ii) (4.0.0). (0, -2 

4. (i) (3,4,0), (0,4,5), 
(0,-3,-5), (4,0 

ह. Š 6. 11 9. 


13, (-3, 4, -7). (7, 2, $) और (_3. 12, 17) 


0) 
> 3: 0),(0,3,7), (-5, 0 7) Gi) (&— 


15, (4. -5. 1), (3, -2. -1) 


19. बिन्दु (3.4.5). (-1.6,-7), तथा ९1.23 


20, ।.: वाहात: ILA, (2.2.0). (0 2.0). (0,2,2) 


22. A 23. 8 24A 25 B 26.A 27, B 28. B 29 r: 
30. .\ 31.8 ३३. ७ 33, D -3A 35.तीनां निदेशांक ल 36, तीन जॉ 
37, प्रद Pra 38. आठ 39, (0... -} 40, += 0 41. (0.0. 2) 


42. 
46, 


2 5 
É g 2. 2 3 = 4 123 53 6 5०१३१ 7 
Yx 
1 ~ Mn=5 
8. 8 9. š bi MOE ~ 
3 21.3 
15... 1 i \ 5 2 
क हिड 17.2 18.1 गक 
1 
26. ह 27.0 
22. 2 23. 1 24. 2Jacosa 284 "4४2 
3 3 
1 — त्व 
28. k =š 29, 3x +2x+1-— ओक 3 
x 
5540x -15 
द. क 2_7x+9 
S3l.3ysec2 x+ Ssec? x +3tanx+3 32. 2tanxsec X (5x ) 
34 Z cosx+5sec*sinx+1 35. ठु ७० 
sin2 x 
2 
a: se: x 
36. (ax? + cotx)(-qsin x)+ (p +q00sx)(2% cosec ) 
2 
. 5) 
bccosx + ad sin x+ db 3 —7)(30x— 43)(3x zi 
ri 38.2cos2x 9(2x 7)( 
(c + d cos x) 
art) 
3 धर rere) 
Z: 2x Ë +bx+e 
2 sin” 2xcos 44, ax 
40. x? cosx + 2xsinx— 2sin2x वान | 
१ ॥ 
ad-be 45 2,3 46. cosx—xsinx 
"9 


43. 
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५८२0, ४२७0 43. 7- निर्देशांक 44. (y और 2 निर्देशांक) 45. )८-तल 
*-अक्ष 47. 333 48. ०=5 अथवा-3 49. (1, 1, -2) 
. (8) Gil) (b) > 0) (0 e> Gi) (0) «२ (४) (9९2९ (0 2 (४) (g) e (शा) 


(h) «> (vii) (i) e (x) 0) e (ix 


—2xsin [ङ F 1) 44. (x+ a) 
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20 
37. secx(xtanx+1) 48, ap? 49. -4 50, 
53. ८८1 54, C 55. A 56. A 57, 
59. C 60. C C D BE हो. 
65 D 66. B 67. B 68. D 69 
71. A 2 A w B ce 75 
23 
7. 1 78. ME q y 80. 1 


r 


1. 0) से (७) और (vii से (0) कथन हैं 
* © 2: संख्या 7, एक अभाज्य संख्या है 


N 


G) p: चेन्नई भारत मे है 
4: संख्या 7, एक विषम संख्या है 


(य : संख्या 100, संख्या 3 से भाज्य है ivy 


4: चेन्नई तमिलनाडू की राजधनी 


j ; I P : चण्डीगढ़ हरियाणा की राजधानी Š 
4: सख्या 100, संख्या 11 से भाज्य हा. gi चण्डीगढ़ यूपी. की राजधानी Š 
7: संख्या 100, संख्या 5 से भाज्य है। 


(v) p :/7 एक परिमेय संख्या è 
4: ५7 एक अपरिमेय संख्या हे 


(४) # : 0 प्रत्येक धन पूर्णाक से कम है 


) priim ॐ १ “Tukusqa पुर्वक से कम है 
(शो) 2: पौधे प्रकाश सं गण के लिए सूर्य के प्रकाश का करते हैं 
9: पौधे प्रकाश संश्लेषण के लिए पानी T अंश, 


का प्रयोग करते है 


भुजाओं का बहुभुज होता है 
3. G) संयुक्त कथन सत्य है तथा इसके घटक कथन 


7: 57, संख्या 2 से भाज्य है और १:57 संख्या 3 से 

GD) संयुक्त कथन सत्य है तथा इसके घटक 
Pp: 24, 4 का गुणज है। 
` (7) संयुक्त कथन सत्य है त 


कथन 
और 4 : 24, 6 का गुणज है। 


था इसके घटक कथन नीचे दिए है; 


हें; 


भाज्य है 


हैं; 


n 


Gv) 


® 
(iii) 
(iv) 
(vi) 
(vi) 
(viii) 
Gx) 
&) 
(i 


© 


Gi 
Gi) 


~ 


(iv) 
(४) 
(vi) 


(vii) 


0) 
Gü) 
Gi) 


(iv) 
©) 
Gb 
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p: सभी जीवित वस्तुओं की दो आँखें होती हैं 

q : सभी जीवित वस्तुओं के दो पैर होते हैं 

संयुक्त कथन सत्य है तथा इसके घटक कथन निम्नलिखित हैं: 

2: 2 एक संख्या है; १: 2 एक अभाज्य संख्या है 

संख्या 17, एक अभाज्य संख्या नहीं है। (ii) 2+ 76 

बैगनी रंग नीला नहीं होता ÈI 

५5 एक परिमेय संख्या नहीं है। (४) 2, एक अभाज्य संख्या है। 

एक ऐसी वास्तविक संख्या का अस्तित्व है, जो एक अपरिमेय संख्या नहीं है। 
यह वस्तुस्थित नहीं है कि गाय के चार पैर होते हैं। 

एक लीप वर्ष में 366 दिन नहीं होते हैं। 
एक ऐसे समरूप त्रिभुज का अस्तित्व है, जो सर्वागसम नहीं है। 
किसी वृत्त का क्षेत्रफल, वृत्त की परिधि के समान नहीं होता है। 
7 » 4 जहाँ 7: राहुल ने हिन्दी विषय में परीक्षा पास की; 

व: राहुल ने अंग्रेजी विषय में परीक्षा पास की। 

Pp Aq जहाँ p : x एक सम पूर्णाक है; ब: y एक सम पूर्णांक है। 
7 १ ^7 जहाँ 7 : 2, संख्या 12 का एक गुणनखण्ड ६; 

4: 3, संख्या 12 का एक गुणनखण्ड है; 

7: 6, 12 का एक गुणनखण्ड है। 

p vq, जहाँ : x एक विषम पूर्णांक 
p v q जहाँ7 एक संख्या 2 से भाज्य है; 4 : वह संख्या 3 से भाज्य है। 

p v q जहाँ 7 : ४ = 2, समीकरण 32 —x -10 = 0 का मूल है। 

0:४ = 3 समीकरण 3x? x 10 = 0 का एक मूल है। अंश ककत हैं 
p ५५ जहाँ? : विद्यार्थीगण हिन्दी को वैकल्यित प्रश्नपत्र के रूप A r , 
q: विद्यार्थीगण अंगरेजी को वैकल्पिक प्रश्नपत्र 
यह असत्य है कि सभी परिमेय संख्या ; 
यह असत्य है कि सभी वास्तविक संख्याएँ परिमेय या अपरिमेय द M 
x=2, वर्ग समीकरण 2-52 + 6=0का मूल नही हे योड त i 
३2.5४ + 6 = 0 का मूल नहीं है। aii + ata h 


है ;q:x+ 1, 


किसी त्रिभुज की न तो 3-भुजाएँ ख्या नहीं है 
पः ग वेर का एक मिर संख्या स. 
35 एक अभाज्य संख्या नहीं तो सम होते हैं या विषम होते हैं। 


यह असत्य है कि सभी अभाज्य पूर्णांक या 
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(५) |, के बराबर नहीं होता है और यह. के बराबर नहीं होता है। 
(शा) संख्या 6, 2 से भाज्य नहीं है या यह 3 से भाज्य नहीं है। 
7. 0) यदि एक संख्या विषम है, तो इसका वर्ग विषम है। 
GD यदि आप रात्रि-भोज करते हैं, तो आपको स्वीट डिश मिलेगी। 
GD यदि आप अध्ययन नहीं करेंगे, तो आप 
Gv) यदि एक पूर्णाक, 5 से भाज्य है, तो उसका 
(४) यदि कोई संख्या अभाज्य हे, तो इसका वर्ग 
CD यदि ८७ और ८, 4. में हे, तो 25 I gt 
8. 0) किसी पूर्णाक का.इकाई का अंक शून्य है यदि और केवल यदि वह, 5 से d 
Gü) एक प्राकृत संख्या ८ विषम है यदि और 
G) एक त्रिभुज समबाहु त्रिभुज है यदि 


अभाज्य नहीं है। 
=a+c. 


Gü) यदि ८ एक पूर्णाक नहीं है, तो 
Gü) यदि कोई त्रिभुज समबाहु नहीं है, तो त्रिभुज की तीनों भुजाएँ समान नहीं है। 
GV) यदि) एक धन पूर्णाक नहीं है, तो शया) ऋण पूर्णांक नहीं हैं। 

(४) यदि प्राकृत संख्या ४, 2 या 3 से 


भाज्य नहीं है, तो », 6 से भाज्य नहीं है। 

(५) यदि मौसम ठण्डा नहीं होगा, तो बर्फ नहीं गिर रही है। 
G) यदि एक समचतुर्भुज हे, तो यह एक, वर्ग है। 
Gi) यदि कल मंगलवार है, तो आज 
G) यदि आप ताजमहल निश्चित ही जाएँ 


Gv) यदि एक त्रिभुज सककोण त्रिभुज है, तो त्रि भुज की 


10. 


(४) यदि एक त्रिभुज समबाहु है, तो उस त्रिभुज के तीनों कोण समान हैं 
(vi) यदि 2६ = 3y, तो xy = 3:2 
O यादे किसी चतुर्भुज$ के सम्मुख कोण सम्पूरक है, तो ऽ एक चक्रीय चतुर्भुज है। 
(शा) यदि+ न तो धन और ऋण है, तो~=0 à 
(9) यदि दो त्रिभुजं की संगत भुजाओं का अनुपात , तो त्रिभुज समरूप हैं। p 
H. 0) एक ऐसे का अस्तित्व हैं (1) सभी की, लिए Gü) एक ऐसी का अस्तित्व है Gv) प्रत 
के लिए (v) सधी के लिए (vi) एक ऐसे का $ (vi) सभी के लिए (viii) 
एक ऐसे का अस्तित्व Š (5) एक का अस्तित्व Š (५) एक ऐसी का अस्तित्व है 


17. 
23. 
29, 
35, 


11. 


« हसीना और तीब्र एवम्‌ संगत है। 22. 10.24 


- 0.93 7.(a) 0.65 (b) 0.55 


उत्तरमाला 


19. B 20. D 2. C 22. B 
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C 18. D 
A 24. B 25. C 26. À 27. C 38 B 
A 30 C 31. B 32, À 33. G 34. À 
C 36. ए 37. 0), 00 और(णे कथन है; Gi) और (४) कथन नहीं हैं। 
2 1 ra -1 
0.32 पसा n 5 J 6. 387 
2. 125 3 "पू #7. ANB 
usm s 2 2 — _ y2 
400 20% a, g 5357. % 7.2 1018 
m+m (m +m) 
माध्य = 2.8, SD = 1.12 12. 8.9 13.5000, 251600 14. माध्य = 5.17, SD = 1.53 
239 
18. माध्य = 740 SD = 2.85 


माध्य = 5.5, Var. = 4.26 16. 0.99 17. 7.08 


= E= 
dad sp- af 
2 

3. माध्य = 42.3, Var. 43.81 
तळ कह; 

छ 25 B के B आळ Brar% c30. C 3 ” 

C 3 À अब. D 35. D 36 2 37. D 38. À 39. 

SD 41. 0, कम 42. 11 43. स्वतंत्र 44. न्यूनतम 


Var. = 1.16gm, S.D = 1.08 gm 20.माध्य= £ i 


2 


« कम से कम 46. बड़ा या बराबर 


5-1 


1 elements ७) 4 
(९ 035 (502 


4 
य 2 ë 5.9 
के 2 ड़ 3.056 4 (a) 5 


(०) 0.8 (०) 0 


2 5 
G)03s 07 (0०5 (0057 % (@) ç ७७ उ 


10. 


11. 
12. 


14. 


16, 


17, 
22. 
30. 
36. 


41. 
43. 
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1 1 
(4) ए(जान की उन्नति) = ह (रीता की उन्नति) > र 


1 
*०(असलम की उन्नति) = 7? 


1 
p (गुरुप्रीत की उन्नति) = š (b) P(A) = T 


(a) 0.20 (b) 0.17 (c) 0.45 
(a) S= [B.B, BW, BB, > 


(७013 (७015 (90.51 
B.W, WB, WB, BW, BW, WB, WI, WB, WW) 


1 2 
HIO 3 me 2 


40 
143 (b) zs © 


2 2 
(a) 133 ©) is 
(a) P(A) = .25, p(B) = .32 


1 3 3 5 
0 ड @ Z 


D 23, A 24. A 
असत्य 31. असत्य 32. असत्य 
सत्य 37. 015 38. 03 
02 42. (a) ° 


(iv) ७) «+ (५) (०) «+ 
(a) €> (iv) 


(b) «+ (iii) (co Gi (d) «+ 


25 15 
(c) ऱ्ह (d) i 15. 3 


25. C 26. B 


143 
7 


68 
१7९५७) =.17 (b) p(AUB) = .40 (c) .40 (0 


८ 
BA 1B 20. ८ 21. 


B 
27. C 28. C 29. 


33. सत्य 34. सत्य 35. असत्य 
39. E=12,4,6) 40.0.20 


0) (d) «> Gii (e) «> (ii) 
> (i) 


प्रश्‍नपत्र का प्रारूप (Design) 


गणित कक्षा XI 
समय : 3 घंटा 
पूर्णांक :100 
प्रश्नपत्र के विभिन्न आयामों के लिए अंकों का भारण (Weightage) निम्नलिखित हैः 
ka अंकों का भारण 
1. प्रश्नों के प्रकार (Type) न E 10 
G) वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 60) त — 4 3 48 
Gi) लघुउत्तरीय g3 ge 42 
Gü) दीर्घउत्तरीय 5 si 100 
कुल प्रश्‍न ह की 


2. विभिन्न विषयों (topics) का भारण 
क्रमांक| विषय ( topics ) ber 4 


समुच्चय 

संबंध एवं फलन 
त्रिकोणमितीय फलन 
गणितीय आगमन का सिद्धांत 
समिश्र संख्याएँ और द्विघात 
समीकरण 

रैखिक असमिकाएँ 

क्रमचय और संचय 

द्विपद प्रमेय 


अनुक्रम तथा श्रेणी 

सरल रेखाएँ 

शंकु परिच्छेद 

त्रिविमीय ज्यामिति का परिचय 
सीमा और अवकलज 
गणितीय विवेचन 

सांख्यिकी 
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प्रतिदर्श (Sample) प्रश्नपत्र 
गणित कक्षा XI 


सामान्य अनुदेश 


6) प्रश्नपत्र में तीन भाग A, 3 तथा C हैं प्रत्येक भाग का प्रत्येक प्रश्‍न अनिवार्य है। 
G) भाग 4 (वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न) में । अंक वाले 10 प्रश्‍न हैं। 
GD भाग B (लघुउत्तरीय) में 4 अंक वाले 12 प्रश्न है। 


Gv) भाग (दीर्घउत्तरीय) में 6 अंक वाले 7 प्रश्‍न है। 


भाग . 4 
l 1 
1. atang- 2 तथा ह्या $ = 3: (0+ 0) का मान क्या है? 
कोणांक 2 + कोणांक 2,२0 का मान क्या है? प्रायिक 
हैं उनमें i + 
| उनमें से प्रत्येक पर एक ही संख्या प्राप्त होने की प्रा 


2. समिश्र संख्या 2 के लिए कोण 
3. तीन सर्वसम पासे फेंके जाते 
है? 


6. x+ A 22, Vx>0 
* 


7. Wamf3x+dy+7=0 और 4५ + एक दूसरे पर लम्ब हैं। 
प्रश्‍न संख्या 8 तथा 9 में दिए चार विकल्पों मेंसे चुनिए: 
8, समीकरण 00528 + आ10+ 1-0, का हल निम्नलिखित में से किस अंतराल में स्थित व्ह 


(A) हल्ले (B) Ë z] C) [Sr sx Sn 77 ) 
4 4 44 हे aa) ®) (>. 4 


— 
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9. यदिZ=2+ ५३, Àz Z का मान 
(A) 7 B) 8 © 2-४ ©) 1 
10. कथन “यदि कोई संख्या 6 से भाज्य है, तो वह 3 से भाज्य है।” का प्रतिधनात्मक कथन क्या 
2 
भाग - B 
11. यदि 4” O B = U, तो समुच्चयों के बीजगणित के प्रयोग से (द्वार) सिद्ध कौजिए कि A c B, 
जहाँ प्रतीक 4” समुच्चय & के पूरक को तथा U सार्वत्रिक समुच्चय को निर्दिष्ट करते हैं। 
12. यदि cos x = 1 तथा cos y = w न जहाँ, ) न्यून कोण हैं, तो सिद्ध कीजिए: कि 
कि सभी n e च के लिए 2” 


x — y = 60°. 
13. गणितीय आगमन के सिद्धांत का प्रयोग करते हुए सिद्ध कौजिए 
-1,7 से भाज्य है। 
लिखिए। 


1 á में 
4, zs. 44/ 4४ m ध्रुवीय रूप (polar स्का 6->> 11-2४ को हल कीजिए 


1 
: h असमिका निक्षाप 31-722 (© 
pe म pit तते सि बर 


16, 
Rasp ८२0 और 27८ < है समांतर MYA 
कि गं f ae 
L... ५१७ ८ भी समांतर श्रेणी में हैं। मिमी के mË PE 
: भाग में से कम से कम दो प्रश्न 


` "णित के किसी प्रश्नपत्र में 10 प्रश्‍न हैं, जो दो भाग 
भागों मे प्रश्नपत्र में 10 प्रश्न हैं, ग 
चुनकर प्रत्येक भाग में 5 प्रश्न है। किसी विद्यार्थी को ५८२० कितने प्रकार से कर सकता है? 
18, इस. कुल 6 प्रश्न हल करने हैं। एक विद्याथी प्रश्नों A १). से होकर जाती है तथा 
अः का ज्ञात कीजिए ¢ है। à 
19.३7 एव Co u. 3 के अनुपात में कि क bo pe 522 
P वाले बिंदु R 
स्का खण्ड RQ का मध्य बिंदु है। 
0, दे . 3 अवकलन कीजिए। 
r e का के सापेक्ष, प्रथम IET k = 
a एक अपरिमेय संख्या है। 
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22. निम्नलिखित आँकड़ों के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए: 


23. मान लीजिए कि A) = ४ तथा 80) = Jx ऋणेत्तर वास्तविक संख्याओं के समुच्चय a 
परिभाषित, दो फलन है। निम्नलिखित ज्ञात कीजिए; 


© (+@ (4) G) (/-8) (9) Gi) (fg) (4) (iv) (है) 


24. सिद्ध कीजिए कि (sin 7x + sin 5x)+ एज] 19% 9x + sin 3x) 


=i 
(cos 7x + cos 5x) + (cos9x + cos3x) वचक 


10 
3 मे 
25. | "Wa". J के प्रसार में प्रारम्भ से चौथा पद तथा अंत से पाँचवा पद ज्ञात कीजिए। 


26. एक रेखा इस प्रकार है कि, रेखाओं sx -2+4=0तथा3३++ 


4-4 =0के मध्य स्थित इसका 
अंतःखंड, बिन्दु (1, 5 2 पर समद्विभाजित 


होता है। रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए। 
2 
y = > 
169 ` 144 ˆ के दीर्घ एवं 


a लम्बाइया निर्देशांक शीर्ष, 
लघु अक्षो की , नाभियों के , शी 

उत्केनद्रता तथा नाभिलंब जीवा की लम्बाई ज्ञात 
28. निम्नलिखित आँकड़ों के लिए, माध्य, प्रसरण 


29. इस बात की प्रायिकता क्या है कि: 
O किसी सामान्य वर्ष (लीप वर्ष के 
Gü) किसी लीप वर्ष में 53 शुक्रवार हैं 


अतिरिक्त) में 53 रविवार है 
(1) किसी लीप वर्ष में 53 रविवार और 53 सोमवार हैं। 
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अंकदेय योजना ( स्कीम ) 
गणित कक्षा XI 


भाग - & 


A नहीं 
यदि कोई संख्या 3 से भाज्य नही 
है, तो वह 6 से भाज्य नहीं है। 


भाग - 8 1 
U. B= 80०७२४०९७५) 
BUA ७ UA) 
(8 ०५५) /0 (& UB) 


-BUA NUOT है) 


BUA 


= ACB. 
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i ४ 
12. cos x= rl = sin x= Ji-co x — cos? x - == =A 
49 7 


13 pe ३3 
cos y = j4 ~ sny= 1 Ca | 
1 196 14 
1 
cos(x — y) = cosx cosy + sinx siny Š 
š ee) 4४3 33 1 1 
7/014/ 7 uw a2 
E T 2 
RD Le 2 
553 2 
] 
13. मान लीजिए कि, Pen): “2» _ | संख्या 7 से भाज्य है” 2 
I ] 
P(l)=2-1=8-1=7,s 7 से भाज्य है — 7(1) सत्य है 3 
मान लीजिए कि, P) सत्य है अर्थात्‌ “25 
; ; 2-1, 79 भाज्य है” - >+ 
है?” +. 2* isaac | 
ज्ञात है कि 23५+! _ | =2ॐ 23_ 1 
ड 3k n 
= (2 71)8+7576 .8+ 7 - 7(8८ + 1) 2 
1 
> P+ 1) सत्य है, अत: P(n) सत्य है V, € N z 
कि i 1 
14. मान लीजिए कि-4+74,/3 = r (००४6 + i sin0) 2 
| " 1 
=r ०080 =- 4, # आ10 = 4/3 = r= l6+48=64= »- 8 है| 
P ] 
tnd= -3 >>0॥- Sa Lg 
3 


5 शा टीप 
z= -4--142/3 =8 Ce 3 


15. प्रदत्त (दी हुई) असमिकाएँ निम्नलिखित हैं; 


3५-7 > 2(:-6) ... 0) और g-as 11 =2% s (B) 
G)= 3:- 2: >- 12+ 7 या wi (A) 
Gi) >-x+2x> 11-6 या x> 5... (B) 

5 है। 


(A) तथा (B) से प्रदत्त निकाय का हल १2 
आलेखी निरूपण निम्नलिखित हैः 


चण 6 नक न्क या नज 0992 


16. दिया है कि z 
C 


sdt 


1+ 


e—— 


3 MAR. 200 Fa) 


b+c ८+4 a+b am श्रेणी (१.2) में है। 


b+c cra (¿tb भी समांतर श्रेणी में हैं। 
c 


_a+b+c a+b+c a+b+C समांतर श्रेणी में हैं 


, त 


a b c 
क्योंकि, a+b+c#0 
> L 1 Š 
a भी समांतर श्रेणी में है। 
17. संभावित चयन निम्नलिखित हैं: 

चयन भागा 

G) 2 

Gi) ह 

ii 4 


+. प्रश्नों के चयन के कुल प्रकार 


5 
= Pe; x Fo Eg 6, x 4 + Ca x ०») 


भाग गा 
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i 
2 
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=10 x 5+ 10 x 10 +5 x 10 - 200 


18. मान लीजिए कि »-अक्ष तथा >-अक्ष पर अंत:खण्ड क्रमश: 4८ तथा 36 हैं। 


“रेखा का समीकरण --+ > _] है 
4a 3a 
या 3x + 4y = 12a 


बिंदु (-3, -2), इस रेखा पर स्थित है = 124 = -17 


अतः रेखा का समीकरण 3+ + 4+17=0है। 


19. मान लीजिए कि रे के निर्देशांक (x, y, 2) हैं। 
1(4) - 2 
K र 
iee 
„X ५0-५७ m” 
_ 1(-2) - 200) kas 
— ल्क RE (-4, 1, 2) हैं। 
पुन: QR का मध्य w [=**4 l=] =) 


z 


=2 


क s 


2 2 ” ठू | है, अर्थात्‌ (0, 0, 0) है 

अत; सत्यापित हो गया। 2 
20. fG)= = इसलिए /(+ + Ax) = ककल 
य 3+4(x+ AG) 


im आर Ás 3-x 
. f(x+Ax)— f SEAN fo) lim — S 
x)= lim = 
F= AB 


š (3—-x- Ax) (3+ 4x) - G+ 4x+ —— ल tss. (3- 
= M — 


x) 
Ar—0 (Ax) (3+ 4x+ 4Ax)(3+ 4x) 


+4x+ St 3+4x Ere 
Ax ~. 


४७३ ७-5 


७3०5 
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im ० 2+1122-3:-40 IATA 
“as (Ax) (3+4x+4Ax) (3+ 4x) 

lim —15Ax क 1 
Faso (Ax) (3+4%+ 400 (3+420. (3542) 


21. मान लीजिए कि p असत्य है, अर्थात्‌ - सत्य है, अर्थात्‌, /3 एक परिमेय संख्या àz 


... ऐसे दो धन पूर्णाकों ८ तथा 8 का अस्तित्व है कि, ! 
४३ ---, जहाँ ८ और b असहभाज्य (coprime) संख्याए ë ग 


वी भाजित करता है 
= ७ = 3७? =५ 3, 6*को विभाजित करता है = 3, a को वि 


“« a = 3८ जहाँ ८ एक धन पूर्णाक है, अ है 1 
-. 9८2 = 3२ = ७? = 3८२ — 3, b को भी विभाजित करता एक विरोधोकित है क्योंकि 
1 


जो 
'. 3, a तथा b का एक समापवर्तक (common factor) Š, 
a, b असहभाज्य संख्याएँ हैं। 
अतः“ : J3 एक अपरिमेय संख्या है” सत्य है! 


ld,|=|x,— x|: i 


fla 
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27. यहाँ ८? = 169 तथा ७? = 144 = a = 13, b= 12 


*. दीर्घ अक्ष की लम्बाई = 26 


लघु अक्ष की लम्बाई = 24 


b? 144 25 
क्योंकि ८? = 1- — le 


MES 
a 169 169 


5 


15 


5 
नाभियाँ (+ ae, 0) हैं > [: 13: [Pa 0 ) =(+5,0) 


शीर्षो के निर्देशांक G£ a, 0) हैं (+ 13, 0) 


I 2b? 2044) 288 
नाभिलंब जीवा की लम्बाई = + = 2044) _ 288 


a 13 13 
28. वर्ग : 3040 4050 5060 60-70 70-80 80-90 90-100 
£ 32 है Ü É s 3 ya > f=50 
x: 3 %$ 5 छ 15 8 o 
x, — 65 5 
— a G ज्या. Q तुत Š g 
fd; 3 यक्व 32 छ ह g 69) fa, 5-15 
fd? = क ए gp 18, 9 fid? =105 


15 
माध्य = 65 — E x10=65-3=62 


मानक विचलन o= \/201 = 14.17 


४> १-४ 


२) ९" 
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29. G) किसी सामान्य वर्ष में दिनों की कुल संख्या = 365 
= 52 सप्ताह + 1 दिन 1 


: 1 
P(53 रविवार) = F 


G का = 52 सप्ताह + 2 दिन 1 
मंगलवार एवं i शनिवार, शनिवार 
; मंगलवार, मंगलवार एवं बुधवार, बुधवार एव ST 
... यह दो दिन, सोमवार एवं मंगलवार, डे 
एवं रविवार या रविवार एवं सोमवार हो सकते 
2 


4 
2 
*. P(53 रविवार) = F ; 


1 


i > 
ii सोमवार) = त ( से) 
Gü) P(53 रविवार और 53 )= 7 
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